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II existe a l'heure actuelle plusieurs definitions de n-categories. L'une des 
pionnieres est celle de Brown et Loday (approche cubique). Street dans The al- 
gebra of oriented simplexes (Journal of Pure and Applied Algebra 1987) a pro- 
pose une definition basee sur la condition de Kan. Baez et Dolan ont developpe 
dans leur prepublication Higher dimensional algebra III : n-categories and the 
algebra of opetopes (1997) une theorie de n-categories basee sur les operades. 
Tamsamani a defini dans sa these Sur des notions de n-categorie et n-groupoi'de 
non stricts via des ensembles multisimpliciaux (K-theory 1999) la notion de 
n-nerf qui est une generalisation de celle du nerf d'une petite categorie. Enfin 
Hirschowitz et Simpson se sont bases pour leur prepublication Descente pour 
les n- champs (1998) sur la notion de n-categorie de Segal, une version simpli- 
ciale de la notion de n-nerf. 

En regardant de plus pres les travaux de Tamsamani et d'Hirschowitz- 
Simpson, on remarque une forte ressemblance a la fois dans la construc- 
tion des n-categories faibles, comme on l'a remarque ci-dessus, et dans la 
demonstration de l'existence d'une structure de categorie de modeles fermee les 
concernant, la demonstration pour les n-nerfs se trouvant dans la prepublication 
de Simpson A closed model structure for n-categories, internal Horn, n-stacks 
and generalized Seifert- Van Kampen et les idees de celle pour les n-categories 
de Segal dans Descente pour les n-champs. Le principe general est de definir 
recursivement une n-categorie faible comme un prefaisceau de la categorie sim- 
pliciale dans la categorie des (n — l)-precategories qui niveau par niveau est 
une (n — l)-categorie faible et qui verifie certaines conditions dites conditions 
de Segal. De meme, on demontre qu'il existe une structure de categorie de 
modeles fermee pour les n-categories faibles en supposant montree celle pour 
les (n — l)-categories faibles. On remarquera que la structure de categorie de 
modeles fermee n'est pas mise directement sur la categorie des n-categories 
faibles mais sur celle des n-precategories faibles, c'est-a-dire des prefaisceaux 
de la categorie simpliciale dans la categorie des (n — l)-precategories. 

Pour resumer ce qui precede, on se donne une categorie de modeles fermee C 
et Ton regarde les prefaisceaux de la categorie simpliciale vers C, que Ton ap- 
pellera C-precategories. Puis on definit une notion de categorie sur C, ce que 
l'on appellera C-categorie, en demandant aux C-precategories de verifier cer- 
taines conditions, principalement celles de Segal. Enfin on demontre qu'il ex- 
iste sur la categorie des C-precategories une structure de categorie de modeles 
fermee basee sur la notion de C-categorie. Le but de cette these est done 
d'etudier cette forme de generalisation de la notion de categorie, ce qu'on ap- 
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pellera categorie enrichie faible, tout d'abord en definissant en detail la notion 
de C-categorie, puis en cherchant a montrer l'existence d'un bon procede de 
categorisation des C-precategories. Apres quoi nous demontrerons l'existence 
d'une structure de categorie de modeles fermee sur les C-precategories avec 
pour equivalences faibles les morphismes de C-precategories qui apres categori- 
sation sont des equivalences de C-categories. Et pour finir, nous montrerons 
qu'avec cette structure de categorie de modeles fermee sur les C-precategories, 
on retrouve la structure de categorie de modeles fermee pour les categories de 
Segal de la prepublication Descente pour les n-champs. 

Dans un premier chapitre, nous nous interessons a la notion de categorie 
enrichie faible sur une categorie quelconque C. Ann de simplifier les nota- 
tions, on nommera C-categories les categories enrichies faibles sur C. Pour 
commencer, etant donnee une categorie C quelconque, nous definissons les 
C-precategories comme les prefaisceaux de la categorie simpliciale, notee A, 
dans la categorie C. Toutefois comme nous ne voulons considerer que les 
prefaisceaux A dont l'espace des objets A est un ensemble, nous demandons 
que la categorie C soit munie d'objets discrets, ce qui nous conduit a definir 
la notion de categorie discretisante. Ainsi les prefaisceaux de la categorie sim- 
pliciale A dans une categorie discretisante C ayant leurs ensembles d'objets 
discrets seront les seuls a pouvoir etre appeles C-precategories. 

La definition de C-categorie est beaucoup plus difficile a definir. Pour suivre 
les exemples des n-categories faibles de Tamsamani ou de Segal evoquees 
precedemment, nous aimerions dire qu'une C-categorie est une C-precate- 
gorie A telle que, pour tout n entier, A n est une "categorie de C" et que, 
pour tout m > 1, les morphismes dits de Segal A m — > A 1 Xa ■ ■ ■ Xa A 1 
sont des "equivalences de categories dans C". De meme, nous voudrions dire 
qu'un morphisme / de C-categories est une equivalence de C-categories s'il est 
essentiellement surjectif et pleinement fidele. Pour la pleine fidelite, il s'agit 
simplement de demander que pour tout couple d'objets (x, y) de la source de 
/, le morphisme de C fi(x,y) soit une "equivalence de categories dans C". 
Pour definir l'essentielle surjectivite, toujours en suivant les exemples des n- 
categories faibles de Tamsamani et de Segal, cela necessite l'existence d'un 
foncteur note tq des C-categories vers les ensembles generalisant la notion 
d'equivalence d'objets dans une categorie. Or ce foncteur se definit tres facile- 
ment si pour les "categories de C" un tel foncteur existe deja. 

Ainsi Ton remarque que les definitions de C-categorie et d'equivalence de C- 
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categories necessitent trois notions sur C qui ont vocation a etre respect ivement 
celles de categorie, d'equivalence de categorie et d'equivalence d'objets d'une 
categorie. Nous les nommerons respect ivement objet regal, alliance d'objets 
regaux et To. La categorie C munie de ces trois notions et verifiant un certain 
nombre de proprietes techniques constituera une donnee de Segal. C'est grace 
a cette notion de donnee de Segal que les definitions de C-categorie et d'equi- 
valence de C-categories telles qu'elles ont ete donnees ci-dessus auront un sens. 

Apres avoir defini correctement les notions de C-categorie et d'equivalence 
de C-categories, nous allons chercher a construire un procede de categorisation 
qui associera a toute C-precategorie une C-categorie tout en preservant son 
type d'homotopie. En nous inspirant de la prepublication de Simpson A closed 
model structure for n-categories, internal Horn, n-stacks and generalized Seifert- 
Van Kampen 0, nous allons chercher un tel procede parmi les precedes d'ad- 
dition transfinie de fleches. C'est pourquoi nous allons entierement consacrer 
notre deuxieme chapitre a l'etude des precedes d'addition de fleches que nous 
appellerons plan d'addition de cellules. Un des principaux roles de ces plans 
d'addition de cellules est de resoudre le probleme suivant. On se donne une 
categorie C cocomplete et une famille J de morphismes de C. On appelle ob- 
jet J-injectif tout objet ayant la propriete de relevement a droite par rapport 
aux fleches de J. Le probleme qui se pose alors est de trouver un procede qui 
transforme tout objet en objet J-injectif. La solution de ce probleme se trouve 
en faisant des colimites transfinies de sommes amalgamees des fleches de J, ce 
qui n'est autre qu'appliquer un plan d'addition de cellules pour J. Et c'est un 
argument du type petit objet qui assurera que tel ou tel plan d'addition de 
cellules de J rend effectivement J-injectif. 

Cependant cette astuce de passer par les plans d'addition de cellules pour 
resoudre le probleme de la categorisation des C-precategories ne prend pas 
en compte la preservation de l'homotopie. On doit alors resoudre un autre 
probleme. Parmi les plans d'addition de cellules P fonctoriels rendant J- 
injectif, y en a-t-il un tel que, pour tout objet A, l'image par P du morphisme 
naturel de A dans le resultat du plan P(A) est une equivalence d'objets I- 
injectifs, en supposant qu'une telle notion existe. Toujours en s'inspirant de 
jS], nous allons definir un plan d'addition de cellules rendant J-injectif ayant 
la propriete de factoriser de maniere unique tout morphisme a valeur dans un 
objet J-injectif dont les relevements par rapport aux morphismes de J sont 
marques. Ce plan note Ej sera le prototype de la categorisation Cat. Son 
avantage est que s'il existe un plan d'addition de cellules rendant J-injectif et 
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preservant le type d'homotopie pour les objets i-injectifs, cela entrainera que 
notre procede Ej a bien la propriete voulue de preservation de l'homotopie 
pour tous les objets. 

Comme l'un des atouts de la categorisation est de pouvoir definir des col- 
imites pour les C-categories, dont les colimites en tant que C-precategories ne 
sont generalement pas des C-categories, il est utile de pouvoir comparer la 
categorisation d'une colimite de C-precategories avec la colimite des categori- 
sees. Pour cela les plans d'addition de cellules nous seront a nouveau d'un 
grand secours, car ce probleme consiste, en termes de plans d'addition de cel- 
lules, a comparer deux plans d'addition de cellules rajoutant les memes fleches 
mais pas dans le meme ordre. En effet dans les plans d'addition de cellules, on 
ne fait souvent pas attention a l'ordre dans lequel on additionne les cellules. 
Or il existe certains plans d'addition de cellules, dit rationnels, pour lequel 
l'ordre d'addition est bien maitrise. On montrera done que tout plan d'addi- 
tion de cellules est rationalisable, ce qui permettra de montrer que deux plans 
d'addition de cellules sont equivalents s'ils ont meme rationalisation. 

Cependant pour pouvoir appliquer ces plans d'addition de cellules au 
probleme de la categorisation, encore faut-il qu'il existe un ensemble de mor- 
phismes / pour lequel les C-precategories J-injectives sont des C-categories, 
on dira alors que I engendre la notion de C-categorie. Comme il n'existe en 
general pas de tel ensemble caracterisant les C-categories, nous serons obliges 
de passer par une notion plus forte de C-categorie, que Ton nommera C-cate- 
gorie facile, pour laquelle il existe un ensemble I l'engendrant. Cest done l'ob- 
jet du troisieme chapitre que de bien definir cette notion de C-categorie facile 
et de trouver son ensemble generateur. 

Afin de definir cette notion de C-categorie facile, nous definissons tout 
d'abord les donnees de Segal proto-faciles comme des donnees de Segal pour 
lesquelles les notions d'objet regal et d'alliance d'objets regaux sont elles- 
memes faciles, e'est-a-dire caracterisees par des proprietes de relevement a 
droite par rapport a des families de fleches. Les C-categories faciles sont alors 
simplement les C-categories correspondant aux donnees de Segal proto-faciles, 
qui forment bien evidemment des donnees de Segal. Afin de montrer qu'il existe 
un ensemble de fleches qui caracterise par relevement les C-categories faciles 
ainsi definies, nous definissons une construction O qui est un bifoncteur qui 
a un ensemble simplicial X et a un objet C de C associe une C-precate- 
gorie XQC. Cette construction a la propriete fondamentale suivante : si X 
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est un ensemble simplicial representable, note A[n] avec n entier, alors les 
morphismes de C-precategories de A[n]QC vers une C-precategorie A corre- 
spondent aux morphismes dans C de C vers A n . Grace a cette construction, 
nous pouvons alors exhiber les fleches generatrices de C-categories faciles et 
definir le procede de categorisation Cat comme la plan d'addition de cellules 
Ei pour l'ensemble des fleches generatrices de C-categories faciles. En rassem- 
blant toutes les hypotheses sur la donnee de Segal proto-facile qui permettent 
d'obtenir cette construction Cat, nous obtenons la notion de donnee de Segal 
pre-facile qui non seulement donne lieu a une notion de C-categorie mais aussi 
assure l'existence du foncteur Cat transformant les C-precategories en C-cate- 
gories. 

Toutefois il reste encore a montrer que la construction Cat preserve le type 
d'homotopie des C-precategories. Ce probleme est assez delicat mais, comme 
on l'a vu dans le deuxieme chapitre, si l'on est capable de construire une 
categorisation preservant le type d'homotopie pour les C-categories faciles, 
alors la construction Cat preservera bien le type d'homotopie des C-precate- 
gories. Aussi allons-nous consacrer le quatrieme chapitre de cette these a la 
construction d'un tel procede. Mais tout d'abord nous montrerons que les 
equivalences de C-categories verifient la propriete du "trois pour deux", c'est- 
a-dire que si parmi /, g,g o f deux morphismes sont des equivalences de C- 
categories alors le troisieme aussi. En effet ce resultat est indispensable pour 
pouvoir appliquer le resultat du deuxieme chapitre. Puis nous allons chercher 
une categorisation preservant l'homotopie pour les C-categories faciles. Ceci 
va passer par la mise en place de constructions Reg et Seg permettant de 
comprendre au niveau de la categorie C ce qu'il se passe lorsque l'on fait une 
somme amalgamee par l'une des fleches generatrices. Ces constructions vont 
alors montrer que certaines de ces sommes amalgamees sont compatibles en- 
tre elles, ce qui induira un plan d'addition de cellules Bigcat pour les fleches 
generatrices qui niveau par niveau respecte l'homotopie lorsqu'on l'applique 
aux C-categories. En appliquant alors le resultat du deuxieme chapitre, l'on 
obtient que sous certaines hypotheses, qui donneront lieu a la notion de donnee 
de Segal facile, la construction Cat preserve bien l'homotopie des C-precate- 
gories et done resout bien comme il faut le probleme de la categorisation. 

A la fin du quatrieme chapitre, nous avons done obtenu le resultat suivant : 
pour une donnee de Segal facile, il existe une notion de C-categorie ainsi qu'un 
bon procede de categorisation Cat. Cependant parmi les hypotheses d'une 
donnee de Segal facile, on a demande a la categorie C d'etre une categorie de 
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modeles fermee, car cette notion permet de bien gerer l'homotopie. Aussi est-il 
naturel de demander a la categorie des C-precategories d'avoir une structure de 
categorie de modeles fermee traduisant l'homotopie des C-categories. Comme 
le foncteur de categorisation Cat preserve l'homotopie des C-precategories, 
on defmira les equivalences faibles de C-precategories comme les morphismes 
de C-precategories dont l'image par Cat est une equivalence de C-categories. 
Ann de faciliter la demonstration du fait que les C-precategories avec leurs 
equivalences faibles forment une categorie de modeles fermee, nous prendrons 
pour cofibrations les monomorphismes et pour fibrations les morphismes de 
C-precategories ayant la propriete de relevement a droite par rapport aux 
monomorphismes qui sont aussi des equivalences faibles de C-precategories. 

Dans le cinquieme chapitre, nous allons done montrer qu'il existe sur les 
C-precategories une structure de categorie de modeles fermee avec les notions 
de cofibrations, d'equivalences faibles et de fibrations definies ci-dessus. Meme 
si, comme dans la prepublication d'Hirschowitz-Simpson Descente pour les 
n-champs, nous allons montrer en fait qu'il existe une structure de categorie 
de modeles fermee engendree de maniere cofibrante, la demonstration suit de 
pres, en la generalisant, celle de la prepublication de Simpson A closed model 
structure for n-categories, internal Horn, n-stacks and generalized Seifert-Van 
Kampen. Nous commencons ce chapitre par des rappels de quelques resultats 
sur la structure de categorie de modeles fermee, en particulier en rappelant 
le lemme de reconnaissance d'une categorie de modeles fermee engendree de 
maniere cofibrante suivant : 

Lemme de reconnaissance d'une categorie de modeles fermee en- 
gendree de maniere cofibrante : 

Soit Ai une categorie munie d'une classe de morphismes W et de deux ensem- 
bles de morphismes I et J. Supposons que M. verifie les proprietes suivantes : 

0) M. est complete et cocomplete, 

1) W est stable par retracts et satisfait a I'axiome "trois pour deux" : pour 
tout couple (/, g) de morphismes composables, si deux morphismes parmi /, g 
et g o / sont dans W alors le morphisme restant est aussi dans W, 

2) I et J permettent V 'argument du petit objet, 
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3) Toute J-cofibration est a la fois une I-cofibration et dans W, 

4) Tout morphisme I-injectif est a la fois J-injectif et dans W, 

5) L'une des deux proprietes suivantes est vraie : 

- les morphismes a la fois I-cofibrations et dans W sont des J-cofibrations, 

- les morphismes a la fois J-injectifs et dans W sont I-injectifs. 

Alors il existe une structure de categorie de modeles fermee engendree de 
maniere cofibrante sur Ai avec W pour classe des equivalences faibles, I pour 
V ensemble des cofibrations generatrices et J pour V ensemble des cofibrations 
triviales generatrices. 

Nous allons tout au long du cinquieme chapitre montrer que les C-precate- 
gories avec les monomorphismes et les equivalences faibles de C-precategories 
verifient successivement les six hypotheses de ce lemme de reconnaissance 
de la structure de categorie de modeles fermee engendree de maniere cofi- 
brante. L'axiome 0) ayant deja ete montre dans le premier chapitre, nous 
commengons en fait par montrer l'axiome 1) qui concerne de la stabilite des 
equivalences faibles de C-precategories. Or cet axiome se reduit a montrer sim- 
plement la stabilite par retracts des equivalences faibles de C-precategories car 
l'axiome "trois pour deux" decoule directement du fait que les equivalences de 
C-categories le verifient ainsi que du fait que la construction Cat preserve 
l'homotopie, resultats ayant ete montres dans le chapitre precedent. Puis en 
supposant que la categorie C elle-meme est une categorie de modeles fermee 
engendree de maniere cofibrante, nous definissons l'ensemble X des cofibra- 
tions generatrices des C-precategories a partir des cofibrations generatrices de 
C en utilisant la construction 6 et nous definissons les cofibrations triviales 
generatrices comme les cofibrations triviales a sources et buts petits pour un 
cardinal transfini suflisamment grand. De ces definitions decoule directement 
la verification de l'axiome 2). 

Etant donne que l'axiome 3) est le plus difficile a verifier et qu'en outre pour 
verifier l'axiome 5) l'on se sert des resultats de l'axiome 3), nous allons done 
faire la verification de l'axiome 4) avant celle du 3). Pour demontrer l'axiome 
4), nous commengons par montrer que l'ensemble X engendre les cofibrations 
par des arguments et des techniques classiques dans la theorie des categories de 
modeles fermees. De ce resultat decoule le fait que les morphismes J-injectifs 
se relevent par rapport aux cofibrations et done en particulier par rapport 
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aux cofibrations triviales, ce qui montre la premiere partie de l'hypothese 4). 
II ne reste done plus qu'a montrer, pour terminer la verification de l'axiome 
4) que les morphismes J-injectifs sont des equivalences faibles, ce qui necessite 
au prealable quelques rappels sur la preservation des equivalences faibles par 
colimites dans une categorie de modeles fermee. 

La verification de l'axiome 3) est bien comme prevu la plus compliquee 
de toutes et comme elle est necessaire pour pouvoir verifier l'axiome 5), nous 
sommes obliges de verifier d'abord l'axiome 3). Comme les proprietes des cofi- 
brations entrainent que les morphismes engendres par les cofibrations triviales 
generatrices sont bien des cofibrations, l'axiome 3) revient alors a montrer que 
ce sont des equivalences faibles. Or nous avons deja vu que ces cofibrations 
generatrices verifient l'argument du petit objet (axiome 2)). Ainsi tout mor- 
phisme engendre n'est autre qu'un retract d'une colimite sequentielle transfinie 
de sommes amalgamees de cofibrations generatrices, qui sont par definition des 
cofibrations triviales. Comme la stabilite par retract decoule de l'axiome 1) 
et des proprietes des cofibrations, si Ton montre que les cofibrations triviales 
sont stables par somme amalgamee et par colimite sequentielle transfinie, on 
aura le resultat attendu. 

Pour demontrer ce resultat, nous allons commencer par le cas particulier 
des cofibrations triviales qui sont des isomorphismes sur les objets, que Ton ap- 
pellera iso-cofibrations triviales. Grace aux proprietes de la construction Cat 
vis-a-vis des colimites decoulant des rationalisations de plans d'addition de cel- 
lules du deuxieme chapitre, montrer la stabilite des iso-cofibrations triviales 
par colimites revient a montrer celle de leurs categorisees. On se contentera 
done de regarder les iso-cofibrations triviales entre C-categories. Or justement 
pour les C-categories, les iso-cofibrations triviales ne sont autres que les mor- 
phismes de C-categories qui niveau par niveau sont des cofibrations triviales. 
Ainsi la stabilite des iso-cofibrations triviales de C-categories revient a une sta- 
bilite niveau par niveau, ce qui est assure par la categorie de modeles fermee C. 
Toutefois comme on l'a vu plus haut, les colimites de C-categories ne sont pas 
des C-categories, aussi allons-nous nous retrouver a avoir montre que cer- 
tains morphismes de C-precategories sont niveau par niveau des cofibrations 
triviales. C'est pourquoi afin de montrer la stabilite des iso-cofibrations triv- 
iales, nous allons dans un premier temps caracteriser les iso-equivalences de 
C-categories et dans un second temps montrer qu'un morphisme de C-precate- 
gories qui niveau par niveau est une equivalence faible de C est en fait une 
equivalence faible de C-precategories. 
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Afin d'obtenir la stabilite des cofibrations triviales quelconques, nous de- 
vons montrer un theoreme sur le produit des C-categories qui apres reduction 
revient a montrer qu'un morphisme entre C-precategories ayant certaines pro- 
prietes est une equivalence faible. Pour montrer ce dernier resultat, nous al- 
lons faire intervenir la notion de C-precategorie ordonnee. Nous definissons 
les C-precategories ordonnees comme des C-precategories dont l'ensemble des 
objets est totalement ordonne et verifiant certaines proprietes. Un des avan- 
tages de cette notion est qu'elle possede une caracterisation tres simple d'equi- 
valence faible. En effet si un morphisme / entre C-precategories ordonnees 
respectant l'ordre verifie la propriete que, pour tout couple d'objets adjacents 
(x,y) de la source de /, fi(x, y) est une equivalence faible dans C, alors / est 
une equivalence faible de C-precategories. Ce resultat montre en particulier que 
les fleches generatrices de C-categories faciles sont bien des equivalences faibles. 
Mais ce n'est pas sa seule utilite car il est aussi le point clef du theoreme sur 
le produit des categories. Ce theoreme sur le produit des categories est comme 
on l'a dit un des elements importants de la demonstration de la stabilite des 
cofibrations triviales par somme amalgamee. 

Avec ce dernier resultat, nous sommes en mesure de montrer le theoreme 
qui nous donne une equivalence entre un produit de C-precategories et le 
produit de leurs categorisations. La stabilite des iso-cofibrations triviales par 
sommes amalgamees et colimites transfinies, que Ton a montree auparavant, 
permet en effet de reduire ce theoreme au cas des C-precategories ordonnees 
dont la propriete sur les equivalences faibles demontre ce theoreme. De ce 
theoreme decoule la preservation des equivalences faibles par produit, resultat 
dont nous avons besoin pour montrer la preservation par somme amalgamee 
des cofibrations triviales quelconques. 

Pour demontrer la preservation des cofibrations triviales par somme amal- 
gamee, nous faisons une recurrence transfinie sur la difference entre le nombre 
d'objets du but et celui de la source de la cofibration triviale. Le cas zero 
ayant ete deja demontre, nous nous sommes ramenes a montrer ce qu'il se 
passe lorsqu'on rajoute un objet, d'abord isomorphe a un objet existant, puis 
seulement equivalent a un objet existant, et ce qu'il se passe lorsque Ton prend 
une colimite sequentielle transfinie de cofibrations triviales, ce qui montre en 
meme temps la stabilite des cofibrations triviales par colimite sequentielle 
transfinie. On remarque que pour representer l'equivalence entre deux ob- 
jets d'une C-categorie, on a du supposer l'existence d'un bon intervalle, note 
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J, qui est une condition difficile a formuler directement sur C. Ayant done 
montre que les cofibrations triviales sont stables par somme amalgamee et 
colimite sequentielle transfinie, nous avons termine la verification de l'axiome 
3), comme on l'a vu precedemment. 

II ne nous reste done plus qu'a verifier le dernier axiome, ce qui nous de- 
mande quelques lemmes techniques sur la categorisation Cat ainsi que des 
techniques de cardinaux transfinis. Comme a chaque verification d'axiome 
nous avons ressorti les hypotheses qui nous permettaient de les verifier, nous 
aboutissons a l'enonce d'une ebauche de notre theoreme central qui, sous 
vingt-deux hypotheses sur la donnee de Segal proto-facile portee par C, nous 
assure l'existence d'une structure de categorie de modeles fermee engendree de 
maniere cofibrante sur les C-precategories avec pour cofibrations les monomor- 
phismes et pour equivalences faibles les morphismes qui deviennent des equi- 
valences de C-categories par categorisation, les fibrations etant definies comme 
il se doit par la propriete de relevement a droite par rapport aux cofibrations 
triviales. Comme cela fait beaucoup d'hypotheses, dont certaines modifient 
l'enonce de certaines autres quand elles sont prises globalement, nous allons 
remanier ces hypotheses en les comparant aux diverses notions de donnees 
de Segal existantes, ce qui donnera de nouvelles definitions qui permettront 
d'enoncer de maniere plus synthetique le theoreme central et conclura du 
meme coup le cinquieme chapitre. 

Nous terminons cette these par un sixieme chapitre consacre a l'applica- 
tion du theoreme a la donnee de Segal definissant la notion de categorie de 
Segal afin de retrouver la categorie de modeles fermee engendree de maniere 
cofibrante de la prepublication Descente pour les n-champs d'Hirschowitz- 
Simpson. La donnee de Segal qui nous donnera les categories de Segal est 
constitute p£lX let Ccltc gorie des ensembles simpliciaux avec pour objets regaux 
les ensembles simpliciaux quelconques, pour alliances d'objets regaux les equi- 
valences faibles d'ensembles simpliciaux, e'est-a-dire les morphismes dont la 
realisation geometrique induit des isomorphismes sur les groupes d'homotopie, 
et pour foncteur r la composee du foncteur realisation geometrique avec la 
foncteur composante connexe. 

Si les vingt premieres hypotheses de l'ebauche du theoreme central sont 
facilement verifiees, les deux dernieres, consistant en l'existence d'un inter- 
valle J caracterisant l'equivalence d'objets dans une categorie de Segal muni 
de certaines proprietes, necessitent l'introduction de la notion de groupoide 
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de Segal. Les groupoides de Segal sont des categories de Segal dont tous les 
morphismes sont inversibles a homotopie pres. On peut en outre definir des 
groupes d'homotopie pour ces groupoides de Segal qui caracterisent les equi- 
valences entre groupoides de Segal. Toutefois pour notre intervalle, il faut 
construire une paire de foncteurs adjoints entre les groupoides de Segal et les 
espaces topologiques qui preservent l'homotopie. Ce couple est constitue d'une 
realisation geometrique des precategories de Segal et d'un foncteur singulier, 
comme c'est le cas pour la paire d'equivalences de Quillen entre les ensembles 
simpliciaux et les espaces topologiques. Pour montrer la preservation de l'ho- 
motopie par cette paire, nous definissons les notions de categorie topologique 
et de groupoide topologique de maniere tres similaire a celles de categorie de 
Segal et groupoide de Segal. Nous obtenons finalement le fait qu'un morphisme 
de groupoides de Segal est une equivalence de categories de Segal si et seule- 
ment si sa realisation geometrique est une equivalence d'homotopie faible. 
Ce result at nous permet de montrer que notre intervalle J existe et verifie 
les deux dernieres hypotheses de l'ebauche du theoreme central. Ainsi notre 
theoreme central applique a la donnee de Segal sur les ensembles simpliciaux 
ci-dessus nous redonne bien la structure de categorie de modeles fermee en- 
gendree de maniere cofibrante qu'Hirschowitz et Simpson ont construite pour 
les categories de Segal dans leur prepublication Descente pour les n-champs. 

Avant de commencer la these proprement dite, je voudrais souligner le fait 
que ce travail necessite encore quelques ameliorations. La principale consiste 
a exprimer les deux dernieres hypotheses du theoreme central concernant l'in- 
tervalle J caracterisant l'equivalence d'objets des C-categories en terme d'hy- 
potheses directes sur la categorie de base C. En effet des que Ton arrivera a faire 
cela, toutes les hypotheses du theoreme central seront directement verifiables 
sur la categorie de base C. Ceci non seulement permettra d'appliquer plus 
facilement le theoreme central a d'autres exemples que celui traite dans cette 
these, mais aussi a amorcer une autre amelioration qui consiste a montrer 
que la categorie de modeles fermee engendree de maniere cofibrante des C- 
precategories verifie elle-meme les hypotheses du theoreme central. Dans ce 
cas, en effet, nous aurions demontre le pas de la recurrence permettant de 
definir les n-C-categories et de leur construire une categorie de modeles fermee 
engendree de maniere cofibrante. Je termine en remerciant mon directeur de 
these Jean-Michel Lemaire pour sa gentillesse et son appui, Andre Hirschowitz 
et Carlos Simpson pour leur aide permanente et leur encadrement, Andre Joyal 
et Georges Maltsiniotis pour avoir accepte de rapporter cette these, Bernhard 
Keller et Bertrand Toen pour leur participation a mon jury, Nadjia Hohweiller 
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pour ses precieux conseils concernant le nouveau chapitre de la these et pour 
finir Clemens Berger et mes collegues, de bureau, de l'etage et de l'equipe, 
pour leurs encouragements et leur soutient sans faille. 
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Chapitre 1 

Categories faibles enrichies sur 
une categorie 
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Dans ce chapitre, nous allons definir une notion de categorie enrichie 
faible inspiree par les definitions de n-nerfs de et de n-categories de Se- 
gal de 0- Cette definition repose essentiellement sur le fait que toute petite 
categorie correspond bi-univoquement a un ensemble simplicial dit nerf de 
categorie, ayant la propriete que certains morphismes, dits morphismes de Se- 
gal, sont des isomorphismes. L'idee est done de regarder non plus seulement 
des prefaisceaux de la categorie simpliciale A vers la categorie des ensembles 
mais des prefaisceaux de la categorie simpliciale A vers une categorie quel- 
conque C. Comme on desire ne travailler qu'avec des categories enrichies dont 
l'espace des objets forme un ensemble, on demandera a ces prefaisceaux de 
A vers C que leur espace d'objets soit un ensemble et on appellera C-precate- 
gories de tels prefaisceaux. 

Puis en supposant que la categorie C est munie d'une notion d'equivalence, 
on demandera que les morphismes de Segal des C-precategories soient des 
equivalences de C pour que ces C-precategories soient des categories faibles 
enrichies sur C. Toutefois, dans les exemples de n-categories faibles de [U] et 
j2], qui sont en fait des categories faibles enrichies sur les n — 1-precategories, 
on demande aux n-categories faibles non seulement que leurs morphismes de 
Segal soient des equivalences mais aussi que niveau par niveau ce soient des 
n — 1-categories. Aussi definira-t-on sur C une notion de donnee de Segal qui 
consistera essentiellement a munir C de notions de categories de C et d'equi- 
valences entre ces categories de C, ce que nous nommerons respect ivement 
objets regaux et alliances d'objets regaux. Munie d'une donnee de Segal sur 
C, nous pourrons alors definir les C-categories qui seront done des C-precate- 
gories qui niveau par niveau sont des objets regaux et dont les morphismes de 
Segal sont des alliances d'objets regaux. 

Nous debuterons done ce chapitre en regardant a quelles conditions sur la 
categorie C la notion de C-precategorie est bien definie. Ces conditions sont 
essentiellement dues au fait de demander aux C-precategories d'avoir un espace 
d'objets qui est un ensemble, ce qui conduira aux notions d'objet discret et 
de categorie discretisante. 
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1.1 Objets discrets 



Par objet discret, nous voulons modeliser le fait qu'un objet d'une categorie 
C ressemble a un ensemble. Comme, dans la categorie des ensembles, tout 
ensemble est isomorphe a un coproduit sur son cardinal de l'objet final, nous 
proposons done la definition suivante. 

Definition 1.1.1 SoitC une categorie ayant un objet final. Un objet X de C 
est un objet discret si : 

*= II* 

Cependant on aimerait beaucoup que ces objets discrets se comportent 
comme les ensembles. On va done definir un foncteur ensemble sous-jacent de 
C vers la categorie des ensembles et un foncteur objet discret de la categorie 
des ensembles vers C qui auront vocation a etre une equivalence de categories 
entre la categorie des ensembles et la sous-categorie des objets discrets de C. 

Definition 1.1.2 Soit C une categorie ayant un objet final et les coproduits 
de l'objet final. On definit le couple suivant de foncteurs entre la categorie C 
et la categorie des ensembles : 

on note Enssj le foncteur Hom c (*, — ) qui a un objet discret associe V 'ensemble 
des morphismes dans C de l'objet final, note *, vers l'objet discret. 
on note Discret le foncteur qui a un ensemble associe le coproduit de l'objet 
final indexe par V ensemble 

A partir de maintenant on identifiera un objet discret X avec l'ensemble 
des morphismes de l'objet final vers X. 

Lemme 1.1.3 Soit C une categorie ayant un objet final et les coproduits de 
l'objet final. On a toujours que DiscretoEnssj est I'identite des objets discrets. 

Preuve : par definition d'objet discret ! 

En revanche la composee Enssj o Discret n'est pas toujours naturellement 
isomorphe a I'identite des ensembles. En effet dans une categorie pointee, les 
coproduits de l'objet final sont tous des objets finaux et done Enssj o Discret 
est naturellement isomorphe au foncteur constant a valeur un singleton. Or 
nous voudrions que C possede une sous-categorie equivalente a celle des en- 
sembles. En outre, pour manipuler plus facilement les futures C-precategories, 
nous aimerions egalement que tout morphisme dont le but s'envoie dans un 
objet discret soit caracterise par ses fibres en les points de l'objet discret. 
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Notation : 

Soit Z — > X un morphisme vers un objet discret. Soit x un element de X, on 
note Z(x) le produit fibre de Z par le morphisme a; : * — > X et on l'appelle 
fibre de Z en x. Soit un diagramme : 

f 

Z ► Z' 




X 



On note f(x) le produit fibre, dans la categorie des morphismes, de / par le 
morphisme x : * — > X et on l'appelle fibre de / en x. 

Definition 1.1.4 Une categorie C est dite discretisante si elle admet un objet 
final, les coproduits de V objet final, les fibres et posse.de les proprietes suiv- 
antes : 

1) pour tout morphisme Z — > X vers un objet discret, on a 

Z=\\ Z{x). 

2) Enssj o Discret est naturellement isomorphe a Videntite de la categorie 
des ensembles. 

3) les objets discrets sont stables par limites. 

Le derniere hypothese est assez naturelle car, l'hypothese 2) assurant qu'une 
categorie discretisante contient une sous-categorie pleine equivalente a la cate- 
gorie des ensembles, on peut esperer que les limites et colimites de la categorie 
des ensembles se retrouvent dans la sous-categorie des ensembles discrets 
comme limites et colimites dans la categorie discretisante. Comme en outre, 
on peut remarquer que le foncteur Discret est un adjoint a gauche du fonc- 
teur Enssj, les colimites d'objets discrets sont automatiquement des objets 
discrets, c'est pourquoi l'hypothese 3) ne requiert que la stabilite des objets 
discrets pour les limites. 

La proposition suivante montre que la definition de categorie discretisante 
nous donne bien sur C les proprietes desirees, a savoir que sa sous-categorie 
d'objets discrets est equivalente a la categorie des ensembles et que les mor- 
phismes au-dessus d'un objet discret sont caracterises par leurs fibres. 
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Proposition 1.1.5 Soit C une categorie discretisante. 

- Sa sous- categorie des objets discrets est equivalente d la categorie des en- 
sembles, a travers les foncteurs Enssj et Discret. 

- Pour tout diagramme : 

f 

Z ► Z' 




X 



on a : 

f = II /(*)■ 

Preuve : la premiere partie de la proposition decoule de la propriete 2 de la 
definition de categorie discretisante et du lemme ci-dessus, la seconde partie 
est une verification triviale qui decoule de la propriete 1. 

Exemple 1.1.6 La categorie des ensembles, qu'on notera EM S , est triviale- 
ment discretisante. 

Exemple 1.1.7 EM SSXM.V , la categorie des ensembles simpliciaux, est 
discretisante. 
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1.2 C-precategories 



Munis de la definition de categorie discretisante, nous pouvons maintenant 
definir la notion de C-precategorie. 

Definition 1.2.1 Si C est une categorie discretisante, on appelle C-precate- 
gorie tout prefaisceau A de la categorie simpliciale A vers C dont I'espace Aq, 
dit V ensemble des objets de A, est un objet discret de C. On appelle C — VC 
la sous- categorie pleine de la categorie des prefaisceaux de A vers C d 1 objets 
les C-precategories. 

Exemple 1.2.2 Si on prend pour categorie discretisante £MS, on obtient 
que la categorie des C-precategories n'est autre que la categorie des ensembles 
simpliciaux. 

En vue de reiterer la construction des C-precategories, il est interessant de 
voir si la cate gorie des C-precategories est elle-meme discretisante. 

Proposition 1.2.3 Si C est une categorie discretisante, la categorie C — VC 
des C-precategories est discretisante. 

Preuve : 

Par hypothese, C est possede l'objet final, les coproduits de l'objet final et les 
fibres. Or les categories de prefaisceaux a valeurs dans une categorie possedant 
l'objet final, les coproduits de l'objet final et les fibres possedent egalement 
l'objet final, les coproduits de l'objet final et les fibres, ces derniers etant 
calcules niveau par niveau. C'est en particulier le cas pour la categorie des 
prefaisceaux de A vers C. En outre les fibres d'objets discrets dans C sont 
encore des objets discrets et, par definition, l'objet final et ses coproduits sont 
des objets discrets. Done l'objet final, les coproduits de l'objet final et les fibres 
niveau par niveau dans les prefaisceaux de A vers C preservent la condition 
que le niveau est discret. D'ou C — VC possede l'objet final, les coproduits 
de l'objet final et les fibres, ces derniers etant calcules niveau par niveau. 

Soit Z — > X un morphisme de C — VC dont le but est un objet dis- 
cret. Comme C — VC est une categorie de prefaisceaux, LL gX Z{x) se calcule 
niveau par niveau, or pour tout entier n, on a Z n = \J xGX Z n (x) car C est 
discretisante. Ainsi U^g^ Z(x) n'est autre que Z et C — VC verifie la pro- 
priety 1 de la definition II. 1.41 

On remarque facilement que se donner un morphisme dans C — VC de l'ob- 
jet final vers un coproduit de l'objet final equivaut a se donner un morphisme 
dans C de l'objet final vers le meme coproduit de l'objet final, car pour un 
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objet discret de C — VC, tous les niveaux sont isomorphes au niveau 0. Ainsi 
il vient pour tout ensemble E : 

Honic_-pc (*, *J = Home * \ — E 

E E 

ou l'isomorphisme est naturel en E, car C verifie la propriete 2 de la definition 
11.1.41 On a done montre la propriete 2 pour C — VC. 

Pour montrer la stabilite des objets discrets par limite, il suffit de rappeler 
que les limites dans une categorie de prefaisceaux sont les limites niveau par 
niveau. Or niveau par niveau les objets discrets sont stables par limites car 
C est discretisante. De plus nos objets etant discrets, leurs niveaux sont tous 
isomorphes. Done nos limites d'objets discrets sont niveau par niveau des 
objets discrets et tous leurs niveaux sont isomorphes, ce qui en fait des objets 
discrets et montre la propriete 3 de la definition II. 1.41 
CQFD. 

Exemple 1.2.4 Dans I'exemple precedent, on a vu qu 7 £MSSIM.V la cate- 
gorie des ensembles simpliciaux n'est autre que £MS — VC. Par la proposition 
precedente, on obtient done que la categorie EMSSXM.V est discretisante. 
Avec la categorie discretisante EM SSXM.V , les C-precategories sont les en- 
sembles bi- simpliciaux dont I'espace des objets est discret. 

Proposition 1.2.5 Soit C une categorie discretisante. 

Si C est complete (respectivement cocomplete), alors C — VC est complete (re- 
spectivement cocomplete). 

Preuve : 

Les categories de prefaisceaux vers une categorie complete (respectivement 
cocomplete) sont completes (respectivement cocompletes) avec les limites (re- 
spectivement les colimites) niveau par niveau. Et comme les limites (respec- 
tivement les colimites) de C preservent la discretude des objets, les limites 
(respectivement les colimites) niveau par niveau preservent la condition d'etre 
discretes au niveau 0. Par consequent, C — VC est complete (respectivement 
cocomplete) avec les limites (respectivement les colimites) niveau par niveau. 
CQFD. 

Munis de ces propositions, on peut definir par recurrence une notion de 
n-C-precategorie . 
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Proposition 1.2.6 (definition) Si C est une categorie discretisante, on ap- 
pelle 1-C-precategories les C-precategories. Soit n un entier strictement supe- 
rieur a un et supposons definie la categorie (n — 1) — C — VC des (n — 1)-C- 
precategories, on appelle alors n-C-precategories les (n — l)—C — VC-precate- 
gories et n — C — VC la sous- categorie pleine de la categorie des prefaisceaux 
de A vers (n — 1) — C — VC d'objets les n-C-precategories. 
Si C est complete (respectivement cocomplete) et que ses objets discrets sont 
stables par limites (respectivement par colimites), alors, pour tout entier n, 
n — C — VC est complete (respectivement cocomplete) et ses objets discrets 
sont stables par limites (respectivement par colimites). 

Preuve : c'est une demonstration par recurrence qui utilise les deux proposi- 
tions precedentes a chaque etape. CQFD. 

Exemple 1.2.7 En prenant pour categorie discretisante EMS , on obtient les 
n-precategories de Tamsamani de 0/. 

Exemple 1.2.8 En prenant pour categories discretisante EMSSXM.V , on 
obtient les n-precategories de Segal de 0/. On peut remarquer que comme la 
categorie EMSSXM.V est en fait celle des 1-precategories de Tamsamani, 
pour tout entier n, les n-precategories de Segal ne sont autres que les n + 1- 
precategories de Tamsamani. 
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1.3 C-categories 



Nous avons vu que pour definir une C-precategorie, il fallait juste que C 
soit discretisante. Mais pour definir une notion de C-categorie, la seule donnee 
de C ne suffit pas. II faut pouvoir prendre en compte des notions de categories 
et d'equivalences de categories dans C, que nous appellerons respect ivement 
objets regaux et alliances d'objets regaux. Nous allons done definir la notion 
de donnee de Segal qui prendra en compte ces elements et a partir de laquelle 
la notion de C-categorie decoulera. Comme en outre pour definir par la suite 
la notion d'equivalence de C-categories nous avons besoin de savoir si des 
objets d'une C-categorie sont equivalents, nous allons demander aussi a la 
donnee de Segal un foncteur note r qui a pour vocation d'associer a un objet 
regal l'ensemble des classes d'equivalence de ses objets. 

Definition 1.3.1 Une donnee de Segal est un quadruplet (C, C c , C eq , r ) consti- 
tue d'une categorie C discretisante et possedant les produits fibres de deux ob- 
jets au-dessus d'un objet discret, d'une sous-categorie pleine C c de C, d'une 
sous- categorie C eq de C c , ayant les memes objets que C c , et d'un foncteur r 
de C c vers la categorie des ensembles, satisfaisant les proprietes suivantes : 

1) C c est replete et contient les objets discrets de C. 

2) Le produit fibre de deux objets de C c au-dessus d'un objet discret appartient 
a C c - 

3) C eq contient les isomorphismes de C c et les produits fibres, dans la categories 
des morphismes de C, de deux morphismes de C eq au-dessus d'un objet discret. 

4 ) Etant donne un diagramme : 

R 




X 



avec R et R' des objets regaux et X objet discret, R R' est un morphisme 
de C eq si et seulement si pour tout element x de X , les morphismes induits 
R(x) — > R'(x) sont des morphismes de C eq . 

5) La restriction du foncteur t aux objets discrets n'est autre que le foncteur 
Hom c (*, -). 

6) To preserve le produit fibre de deux objets de C c au-dessus d'un objet discret. 

7) t envoie les morphismes de C eq sur les bijections ensemblistes. 
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On appellera objets regaux les objets de C c et alliances d'objets regaux les 
morphismes de C eq . A partir de maintenant, par abus de notation nous 
noterons indifferemment C la donnee de Segal (C,C c ,C eq ,r ) et sa categorie 
sous-jacente. 

Au niveau des objets discrets, on aura pu remarquer qu'on leur a demande 
d'etre des objets regaux et que le foncteur To se restreint sur eux en le foncteur 
Hom c (*, — ). Ainsi si Ton identifle les objets discrets avec leurs ensembles sous- 
jacents, on obtient que la restriction aux objets discrets de To n'est autre que 
l'identite. En outre les alliances d'objets discrets sont des alliances d'objets 
regaux et done s'envoyent par r sur les bijections d'ensembles. Or comme 
Ton vient de voir que la restriction du foncteur r aux objets discrets n'est 
autre que l'identite, on obtient que les alliances d'objets discrets sont des 
isomorphismes d'objets discrets. La reciproque est incluse dans la propriete 
3) de donnee de Segal. Ainsi les alliances d'objets regaux entre objets discrets 
sont exactement les isomorphismes d'objets discrets. 

Exemple 1.3.2 Pour SMS, on peut prendre la donnee de Segal suivante : la 
sous- categorie SMS C est SMS tout entiere, les morphismes de SMS eq sont 
les bijections ensemblistes. Enfin pour r 0; on prend l'identite. II est facile de 
voir que cette donnee est bien une donnee de Segal. 

Exemple 1.3.3 Pour SM SSXMV , on peut prendre la donnee de Segal suiv- 
ante : la sous- categorie SM SSXMV c est SMSSXM.V tout entiere, les mor- 
phismes de SMSSXM.V eq sont les equivalences faibles d'ensembles simplici- 
aux (i.e. les morphismes dont les realisations induisent des equivalences sur 
les groupes d'homotopie) . Enfin pour r 0; on prend la composee du foncteur 
realisation geometrique par le foncteur composante connexe. II est facile de 
voir que cette donnee est bien une donnee de Segal. 

Exemple 1.3.4 (C,C c ,C eq ,T ) une donnee de Segal, il est assez facile de voir 
que si on remplace les alliances d'objets regaux par les isomorphismes de C 
entre objets regaux, on obtient une nouvelle donnee de Segal plus stride que 
la precedente. En effet, la seule chose a verifier est la preservation des iso- 
morphismes par fibre et par produit fibre au-dessus d'un objet discret, ce qui 
est vrai car C est une categorie discretisante. 

Definition 1.3.5 Soit C une donnee de Segal, on dit d'une C-precategorie A 
qu'elle est une C-categorie si, pour tout entier m strictement positif, A m est 
un objet regal et si, pour tout entier m superieur ou egal a deux, le morphisme 
de Segal 

A m -> A x x Ao . . . x Ao A x 
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induit par les applications de 1 dans m qui a et 1 associent i et i+1 (pour 
i compris entre et m-1), est une alliance d'objets regaux. Un morphisme de 
C-categories est un morphisme de C-precategories. 

Notations : 

Ai(x,y) note la fibre en (x,y) de l'application A 1 — > A x A induite par les 
morphismes source et but. C'est done l'objet regal des morphismes de A al- 
lant de x a y. Plus generalement, A m (ao, . . . , a m ) note la fibre en (a , . . . , a m ) 
de l'application A m — > A x . . . x A induite par les applications sommets 
de vers m qui envoyent sur i, pour i compris entre et m. On considere 
A m (ao, . . . , a m ) comme l'objet regal des m-simplexes construits sur la suite de 
sommets (do, • • • , a m ). 

Lemme 1.3.6 Soit C une donnee de Segal, une C-precategorie A est une C- 
categorie si et seulement si, pour tout entier m strictement positif, A m est un 
objet regal et si, pour tout entier m superieur ou egal a deux, et pour tout 
m-uplet (do, • • • , a m ) d'objets de A, le morphisme 

A m (a , ■ ■ ■ , a m ) -> Ai(a , ai) x . . . x Ai(a m _i, a m ) 

induit par le morphisme de Segal, est une alliance d'objets regaux. 

Preuve : application directe de la propriete 4 de donnee de Segal au dia- 
gramme : 

A m Ai x Ao . . . x Ao A x 




A X . . . X A 



oil les morphismes diagonaux sont induits par les applications sommets de 

vers m et de vers 1 ]Jq . . . ]Jq 1). 

CQFD. 
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1.4 Equivalences de C-categories 



Maintenant que nous avons une notion de C-categorie, il nous faut aussi 
definir une notion d'equivalence de C-categories. L'idee est encore une fois de 
s'inspirer du cas des petites categories. Comme une equivalence de categories 
est un foncteur essentiellement surjectif et pleinement fidele, nous allons aussi 
demander de telles proprietes a nos equivalences de C-categories. Si la pleine 
fidelite peut se definir de maniere tres similaire a la pleine fidelite des fonc- 
teurs, a la difference pres que nous ne demanderons pas un isomorphisme mais 
seulement une alliance, l'essentielle surjectivite fait quant a elle intervenir la 
notion d'equivalence entre objets d'une C-categorie, notion qui est geree par 
le foncteur r . Ainsi afin de definir la notion d'equivalence de C-categories, 
construisons maintenant un foncteur tq pour les C-categories. Pour cela nous 
commengons par definir un foncteur T\ des C-categories vers les ensembles 
simpliciaux. Ce foncteur aura en outre la propriete de tomber dans les nerfs 
de categories. 

Definition 1.4.1 Soit C une donnee de Segal. On definit le foncteur t± de la 
sous-categorie des C-categories vers la categorie EM SSXM.V ainsi : 
pour tout entier m, r 1 (A) m = r (A m ) et, pour tout f : m — > n ; r 1 (A)(f) = 
T (A(f)). Enfin pour F : A — > B morphisme de C-categories, on pose, pour 
tout entier m, r 1 (F) m = r (F m ). 

Lemme 1.4.2 Soit C une donnee de Segal. Le foncteur t\, defini ci-dessus, 
a valeur dans la sous-categorie des nerfs de petites categories. 

Preuve : 

Comme A est une C-categorie et que par definition To preserve les produits 
fibres de deux objets regaux au dessus d'un objet discret et envoie les al- 
liances d'objets regaux sur des bijections d'ensembles, il vient que Ti(A) est 
un nerf de categorie car ses morphismes de Segal sont bijectifs. Done le fonc- 
teur T\ a valeurs dans les nerfs de petites categories. 
CQFD. 

Ce foncteur t±, qui transforme les C-categories en nerfs de petites categories, 
permet de definir le foncteur r des classes d'equivalence d'objets d'une C-cate- 
gorie, car un tel foncteur existe naturellement pour les petites categories. Par 
la suite, nous identifierons par abus de langage les petites categories et leurs 
nerfs. 

Definition 1.4.3 Soit C une donnee de Segal. On definit r pour les C-cate- 
gories comme la compos ee de T\ par le foncteur qui a une (petite) categorie 
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associe V ensemble des classes d' equivalence de ses objets (ce foncteur n'est 
autre que le r des petites categories). 

Munis du foncteur r qui nous donne une notion d'equivalence entre objets 
d'une C-categorie, nous pouvons desormais definir la notion d'equivalence de 
C-categories. 

Definition 1.4.4 SoitC une donnee de Segal. Un morphisme de C-categories 
f : A — > B est une equivalence de C-categories si I 'application d'ensembles 
T o(f) '■ r o(^4) - ► T o{B) est surjective (on dit alors que f est essentiellement 
surjective) et, si pour tout couple (x,y) d 'objets de A, le morphisme fi(x,y) : 
Ax(x,y) — > Bi(f(x),f(y)) est une alliance d'objets regaux (on dit alors que f 
est pleinement fidele). 

Donnons maintenant les premiers exemples de donnees de Segal avec leurs 
notions de C-categories et d'equivalences de C-categories associees. 

Exemple 1.4.5 En prenant la donnee de Segal de l'exemple \1.3. 6 A on obtient 
pour C-categories les petites categories, pour equivalences de C-categories les 
equivalences de categories et pour r le foncteur qui a une categorie associe 
V ensemble des classes d'equivalence de ses objets. 

Exemple 1.4.6 En prenant maintenant sur la categorie des ensembles sim- 
pliciaux la donnee de Segal de I'exemple M.S.fy on obtient les notions de C-pre- 
categorie, de C-categorie et d'equivalence de C-categories qui ne sont autres 
que celles de precategorie de Segal, de categorie de Segal et d'equivalence de 
categories de Segal introduite par Hirschowitz et Simpson dans 

II est interessant de constater, en particulier pour pouvoir iterer les con- 
structions de C-categories et d'equivalences de C-categories, que la categorie 
C — VC des C-precategories forme une donnee de Segal avec les C-categories, 
les equivalences de C-categories et le foncteur To pour les C-categories. 

Lemme 1.4.7 SoitC une donnee de Segal. Munie des notions de C-categorie, 
d'equivalence de C-categories et du foncteur r definis ci-dessus, la categorie 
C — VC des C-precategories constitue une donnee de Segal. 

Preuve : 

D'apres la proposition 11.2.31 1 & categorie C — VC est discretisante et, par la 
proposition ll.2.5[ e ^ e possede les produits fibres de deux C-precategories au- 
dessus d'un objet discret. La sous-categorie des C-categories a ete definie 
comme sous-categorie pleine de C — VC. En outre, il est facile de voir que 
les isomorphismes de C-categories et les composees d'equivalences de C-cate- 
gories verifient la definition d'equivalence de C-categories, car C eq est une sous- 
categorie contenant les isomorphismes, ce qui montre que la classe des equi- 
valences de C-categories donne lieu a une sous-categorie de la categorie des 
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C-categories ayant tous les objets et verifiant la premiere partie de la propriete 
3 de donnee de Segal. 



On remarque que si une C-precategorie est isomorphe a une C-categorie, 
alors chacun de ses niveaux est isomorphe a un objet regal et, comme C c est 
replete, chaque niveau de notre C-precategorie est un objet regal. En outre il 
est facile de voir que pour notre C-precategorie isomorphe a une C-categorie, 
le morphisme de Segal est bien une alliance d'objets regaux car C eq contient 
les isomorphismes et est stable par composition. Ceci montre que toute C-pre- 
categorie isomorphe a une C-categorie est une C-categorie, ce qui prouve la 
premiere partie de la propriete 1 des donnees de Segal. On remarque ensuite 
que les objets discrets de C — VC sont clairement des C-categories, car niveau 
par niveau ce sont des objets discrets et que les applications de Segal sont des 
isomorphismes. Ce qui prouve la seconde partie de la propriete 1. 

En outre les notions de C-categorie et d'equivalence de C-categories sont 
stables par produit fibre au-dessus d'un objet discret, car le produit fibre 
au-dessus d'un objet discret est calcule niveau par niveau et que niveau par 
niveau on applique la propriete 2 et la seconde partie de la propriete 3 pour 
C. Ainsi la propriete 2 et la seconde partie de la propriete 3 sont verifiees. 

On peut remarquer par construction de T\ que l'image par T\ d'un objet 
discret n'est autre que la categorie discrete d'objets les morphismes de l'objet 
final de C — VC vers l'objet discret et done tq pour les C-categories verifie 
la propriete 5. Par composition de foncteurs preservant le produit fibre au- 
dessus d'un objet discret , le foncteur r pour les C-categories a lui aussi la 
propriete 6. La definition d'equivalence de C-categories entraine que Ti(/) est 
une equivalence de petites categories. Une des consequences de la pleine fidelite 
de Ti(/) est que To(/) est injectif. D'ou le foncteur To pour les C-categories en- 
voie bien les equivalences de C-categories sur des bijections et done verifie la 
propriete 7. 

Considerons le diagramme suivant dans C — VC : 



A 



f 



B 




X 
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ou X est une C-precategorie discrete et / un morphisme de C-categories. La sec- 
onde partie de la propriete 3, que Ton a montree pour C — VC, entraine que si / 
est une equivalence de C-categories, alors toutes ses fibres f(x) : A(x) — > B(x) 
le sont. Supposons maintenant que pour tout element x de X, les morphismes 
f(x) : A(x) — > B{x) sont des equivalences de C-categories. Comme la categorie 
des ensembles est discretisante et que Ton a montre que r commute aux fibres, 
il vient que To(/) est le coproduit des r (/(x)). Or on a montre que To verifie la 
propriete 7, done tous les r (f(x)) sont bijectifs et leur coproduit r (/) aussi, 
ce qui montre l'essentielle surjectivite de /. Pour montrer la pleine fidelite de 
/, on applique a fi(a,a'), pour tout couple (a, a') d'objets de A, la propriete 
4 de donnee de Segal verifiee par C. Soit done x un element de X. Si a et a' 
sont des objets de A(x), alors f(a) et f(a') sont des objets de B(x), et Ton a 
que la fibre en x de fx(a,a') n'est autre que f(x) 1 (a,a'), qui est une alliance. 
Sinon la fibre en x de fi(a,a') est l'identite de l'ensemble vide, qui est bien 
une alliance. Done par la propriete 4 verifiee par C, fi(a,a') est une alliance, 
ce qui montre la pleine fidelite de /. On a done montre que C — VC verifie la 
propriete 4. 
CQFD. 

Dans la demonstration du lemme, on a obtenu le resultat important suiv- 
ant : 

Corollaire 1.4.8 Soit C une donnee de Segal. Si le morphisme de C-cate- 
gories f : A — > B est une equivalence de C-categories, alors T\{f) est une 
equivalence de petites categories et r (/) est une bijection d' ensembles. 

Un autre corollaire de ce lemme est que l'on peut definir les n-C-categories. 

Corollaire 1.4.9 Si C est une donnee de Segal, on appelle 1 -C-categories les 
C-categories et 1- equivalences les equivalences de C-categories. 
Soit n un entier strictement superieur a un et supposons definie la donnee de 
Segal (n — 1) — C — VC des (n — 1) -C-categories, on appelle alors n-C-cate- 
gories les (n — l)—C — VC-categories, n- equivalences les equivalences de n-C- 
categories et on note n—C — VC la donnee de Segal sur la categorie n—C — VC 
des n-C-precategories formee par les n-C-categories, les n- equivalences et le 
foncteur r des n-C-categories. 

Preuve : e'est une demonstration par recurrence immediate qui utilise le lemme 
precedent a chaque etape. CQFD. 

Exemple 1.4.10 En prenant la donnee de Segal de l'exemple \1.3.B et en lui 
appliquant le corollaire ci-dessus, on obtient pour n-C-categories les n-nerfs, 
pour equivalences de C-categories les n- equivalences entre n-nerfs et pour r 
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le foncteur de troncature tels que ces trois notions ont ete definies dans J^. 
En particulier, en appliquant seulement le lemme \l-4- 1\ a la donnee de Se- 
gal de V exemnle M .3 .2\. on obtient que la categorie des ensembles simpliciaux, 
munie des notions de categories, d' equivalences de categories et du foncteur 
tq des classes d 'equivalence d'objets, forme une donnee de Segal. Pour cette 
derniere, les C-precategories sont les ensembles bi- simpliciaux a espace d'objets 
discret, les C- categories sont les 2-nerfs et les equivalences de C-categories sont 
les equivalences de 2-nerfs de J^J/. Avec la donnee de Segal qui engendre les 
categories de Segal, cela nous fait deux donnees de Segal differentes sur les 
ensembles simpliciaux. 

Exemple 1.4.11 Reprenons la donnee de Segal de V exemnle M .3 .2\ On obtient 
par le lemme \1.4- r i\ une donnee de Segal sur les ensembles simpliciaux avec les 
categories et les equivalences de categories. Prenons maintenant la donnee de 
Segal plus stride obtenue en remplagant les equivalences de categories par les 
isomorphismes, on obtiendra alors pour C-categories les 2-categories strides 
et pour equivalences de C-categories les morphismes essentiellement surjec- 
tifs et stridement pleinement fiddles. Par le lemme \l-4-7[ ces notions for- 
ment une donnee de Segal sur les 2-C-precategories de Tamsamani. Et comme 
precedemment, on peut considerer la donnee de Segal plus stride sur les 2- 
C-precategories en prenant les isomorphismes au lieu des equivalences de 2- 
categories, on obtiendra alors les 3-categories avec pour equivalences les mor- 
phismes essentiellement surjedifs et stridement pleinement fideles. Et ainsi 
de suite... 

Par recurrence, en strictifiant a chaque etape la donnee de Segal obtenue, 
c'est-d-dire en remplagant les equivalences par les isomorphismes, on retrouve 
les n-categories strides. 

On remarque au passage que Von vient de munir la categorie des ensem- 
bles simpliciaux d'une troisieme donnee de Segal qui engendre les 2-categories 
strides. 

Exemple 1.4.12 En prenant la donnee de Segal de I'exemple \1.3.3\ et en 

lui appliquant le corollaire ci-dessus, on obtient pour n-C- categories les n- 
categories de Segal, pour equivalences de C-categories les equivalences de n- 
categories de Segal et pour r le foncteur de troncature des n-categories de 
Segal tels que ces trois notions ont ete definies dans 

Comme on a deja remarque que les n-C-precategories de Segal sont exadement 
les n + 1-C-precategories de Tamsamani, on obtient qu'il existe au moins trois 
donnees de Segal differentes sur la categories des n-C-precategories de Segal 
dont I'une va engendrer les n+l-categories de Segal, I 'autre les n+2- categories 
strides et la troisieme les n + 2-nerfs de Tamsamani. 
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1.5 Probleme de la categorisation 



Les categories enrichies faibles ainsi definies ne sont pas stables par colim- 
ite. Pour s'en convaincre, considerons deux exemplaires de la categorie ayant 
un seul morphisme et recollons les de telle sorte que les deux morphismes 
soient composables. Ce recollement correspond bien a la somme amalgamee 
dans les ensembles simpliciaux mais pas a celle des categories car le resultat 
obtenu est une precategorie avec deux morphismes composables sans composi- 
tion correspondante. L'une des idees permettant de remedier a ce probleme est 
de categoriser le resultat obtenu. Ainsi on definirait les colimites de categories 
comme les categorisees des colimites des precategories sous-jacentes. 

On s'est done ramener a un probleme de categorisation. On cherche done 
un foncteur, notons-le Cat, muni d'une transformation naturelle notee can de 
l'identite vers Cat, qui a toute C-precategorie associe une C-categorie. Bien 
evidemment on voudrait que la C-categorie associee par ce foncteur soit la 
minimale, e'est a dire que tout morphisme d'une C-precategorie dans une C- 
categorie se factorise par la categorisation de la C-precategorie. 

categorie 




Cat(A) 

En outre on aimerait aussi que la categorisation donne une C-categorie as- 
sociee equivalente a la C-precategorie de depart au sens suivant : soit A une 
C-precategorie, le morphisme Cat(canA) '■ Cat(A) — > Cat(Cat(A)) est une 
equivalence de C-categories. Ceci nous donnerait d'ailleurs une notion d'equi- 
valence de C-precategories. On pourra en effet poser qu'un morphisme de 
C-precategories est une equivalence si sa categorisation Test. 

Comme il est assez difficile de trouver une telle categorisation, en suivant 
l'idee de 0, nous allons ramener ce probleme a un probleme de relevement 
de diagramme. S'il existe en effet une famille I de fleches telle que les objets 
ayant la propriete de relevement a droite par rapport a I sont des C-cate- 
gories, une bonne fagon d'avoir ces proprietes de relevement est de construire 
la categorisation comme une colimite sequentielle transfinie de sommes amal- 
gamees des fleches de I, ce que nous appellerons un plan infini d'addition de 
cellules de I. 
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Dans cette optique nous allons tout d'abord traiter de ces problemes de 
relevement et de ceux d'engendrement qui leur sont lies avant de chercher par 
rapport a quelles fleches nos C-categories pourraient se relever. 
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Chapitre 2 
Engendrements 
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Dans ce chapitre nous allons tout d'abord rappeler certaines definitions 
et certains resultats classiques sur les relevements de diagrammes. Une des 
definitions principales est celle d'objet I-injectif qui est un objet ayant la pro- 
priete de relevement a droite par rapport a l'ensemble de fleches I. En effet le 
but de ce chapitre est de donner des constructions rendant I-injectifs les objets 
qui ne le sont pas. Pour ce faire, nous allons utiliser certaines techniques ap- 
paraissant dans l'argument du petit objet de Quillen qui permet de repondre 
en partie a notre probleme de rendre I-injectif. L'un des points clefs de cet 
argument, outre la notion de petitesse, est le procede de colimite sequentielle 
transfinie de sommes amalgamees de fleches de I, ce que nous appellerons plan 
d'addition de cellules. 



Nous donnerons alors une formalisation de plan d'addition de cellules et 
nous donnerons des conditions pour lesquelles ces plans d'addition de cellules 
P I-injectivisent, c'est-a-dire repondent aux trois criteres suivants : 

- pour tout objet A, P(A) est I-injectif, 

- tout morphisme A — > B vers un objet I-injectif se factorise a travers le mor- 
phisme naturel A — > P(A), 

- pour tout objet A, l'image par P du morphisme naturel A — > P(A) est une 
equivalence d'objets I-injectifs, si Ton possede une notion naturelle d'equi- 
valence entre objets I-injectifs. 

Si les deux premiers criteres sont simples a traiter, ce n'est pas le cas 
du troisieme qui nous obligera d'une part a trouver un procede rendant I- 
injectif avec la propriete d'avoir unicite des factorisations des morphismes a 
but I-injectifs. Pour cela, nous ferons intervenir la notion de marquage d'un 
relevement. D'autre part, nous allons montrer que, muni d'un tel procede et 
en supposant l'existence d'un autre procede d'l-injectivisation qui ne verifie la 
propriete de stabilite homotopique que pour les objets I-injectifs, le procede 
I-injectivant a factorisation unique verifie bien les trois criteres. 

Comme l'une des utilites de 1'1-injectivisation est aussi de pourvoir les ob- 
jets I-injectifs de colimites, nous allons terminer ce chapitre en comparant les 
plans d'addition de cellules via un procede de rationalisation des plans et ap- 
pliquer cette comparaison a certains types de plans qui sont stables lorsqu'on 
les compose avec l'un de leurs sous-plans. Avec ces plans, on pourra comparer 
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la colimite des I-injectives avec l'l-injectivisation de la colimite, ce qui nous 
permettra d'obtenir une bonne caracterisation d'equivalence pour les colimites 
d'objets quelconques en termes de colimites de leurs I-injectives. 



44 



2.1 Rappels sur les relevements de diagrammes 



Comme Tune des proprieties que Ton demande a la categorisation est une 
proprietes de relevement, nous allons preciser cette notion dans la definition 
suivante prise dans pQ : 

Definition 2.1.1 Soient i : A — > B et p : C — > D deux morphismes tels que 
pour tous les carres commutatifs du type suivant : 




la fleche en pointille existe et fait commuter les deux parties du diagramme. 
On dira alors que : 

-cette fleche est un relevement de ce diagramme, 

-i a la propriete de relevement a gauche par rapport a p, 

-p a la propriete de relevement a droite par rapport a i, 

-C a la propriete de relevement a droite par rapport a i, si D est un objet 
final. 

Pour la suite, nous aurons souvent besoin de certaines sommes amalgamees 
ou de certains produits fibres. Pour simplifier les appellations, nous prendrons 
toujours en suivant [T] la convention suivante. 

Definition 2.1.2 Soit un carre commutatif : 




- Si ce carre est cocartesien, on dit que g est la somme amalgamee de f le 
long de a. 

- Si ce carre est cartesien, on dit que f est le produit fibre de g le long de b. 

Les fleches ayant des proprietes de relevement sont stables par certaines 
limites et colimites, ce que nous rappelons ci-dessous. 
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Lemme 2.1.3 

- Les classes defleches ayant une propriete de relevement a gauche contiennent 
les isomorphismes et sont stables par composition, par retract, par somme 
amalgamee le long d'un morphisme, par colimite sequentielle transfinie et par 
coproduit dans la categorie des morphismes. 

- Les classes de fleches ayant une propriete de relevement a droite contiennent 
les isomorphismes et sont stables par composition, par retract, par produit fibre 
le long d'un morphisme et par produit dans la categorie des morphismes. 

Preuve : 

Nous devons juste montrer la stabilite par coproduit (resp. produit) dans la 
categorie des morphismes car le reste de la preuve se trouve dans l'ouvrage 
d'Hirschhorn pQ. Soient J un ensemble et (fj : Aj — > Bj)j E j une famille 
de morphismes ayant la propriete de relevement a gauche par rapport a un 
morphisme p fixe. Considerons le diagramme suivant : 



II 4 



II *i 



c 
p 

D 



Notons ij le morphisme canonique de Aj dans Uj g jA/ et ij le morphisme 
canonique de Bj dans YLjejBj- Comme chaque fj se releve par rapport a 
p, il vient que pour tout j, il existe un morphisme (pj '■ Bj — > C tel que 
p o (pj = bo i'j et (pj o fj = a o ij. Par propriete universelle du coproduit 
UjeJ Bj, il existe un unique morphisme : IJjej Bj ~* C ^ 1 ue P our tout j, 
on ait (fioi'j = (pj. On obtient done les egalites suivantes : pcxfroi'j = pocpj = boi'j 
et o U - eJ fj oij = (p o i'j o fj = cpj o fj = a o ij. Et par propriete universelle 
des coproduits JJ . g 3 Bj et IJjeJ ^j, il vient que po>p = bet<po ]J . g J fj = a et 
done que <p est un relevement pour le diagramme (LL e j fj, a, b,p). On a done 
montre que les morphismes ayant une propriete de relevement a gauche sont 
stables par coproduit dans la categorie des morphismes. Dualement on aura 
que ceux ayant une propriete de relevement a droite sont stables par produit 
dans la categorie des morphismes. 
CQFD. 

On remarquera au passage que pour la somme amalgamee (resp. le produit 
fibre) dans la categorie des morphismes, on n'a generalement pas de morphisme 
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induit par les relevements de chaque membre de la somme amalgamee (resp. 
du produit fibre) car la non-unicite des relevements est une obstruction a 
leur compatibilite avec la somme amalgamee (resp. le produit fibre). D'oii la 
definition et le lemme suivants. 

Definition 2.1.4 Soient i : A — > B et p : C — > D deux morphismes tels que 
pour tous les carres commutatifs du type suivant : 

A ► C 

i ■■' p 
B ► D 

la fleche en pointille existe et fait commuter les deux parties du diagramme. 
On dira alors : 

- si i est muni d'un choix de relevements pour chaque diagramme du type 
ci-dessus avec p fixe, que i est marque a gauche par rapport a p. 

- si p est muni d'un choix de relevements pour chaque diagramme du type 
ci-dessus avec i fixe, que p est marque a droite par rapport a i. 



On obtient alors une categorie dont les objets sont les morphismes marques et 
les morphismes les carres commutatifs compatibles avec le marquage. 

Lemme 2.1.5 

- La categorie des morphismes marques a gauche par rapport a un ensemble 
de fleches est stables par colimites. 

- La categorie des morphismes marques a droite par rapport a un ensemble de 
fleches est stables par limites. 

Preuve : 

Comme consequence du lemme precedent, ces categories sont stables respec- 
tivement par coproduit et produit. II suffit done de montrer qu'elles sont sta- 
bles respectivement par co-egalisateur et par egalisateur pour avoir le resultat. 
Soit le diagramme commutatif suivant : 

fo - fo 
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ou c est le morphisme universel du co-egalisateur C de f , f vers le co- 
egalisateur C\ de fi, f[- Comme a est marque par rapport a p, il vient avec 
un morphisme : A\ — > X tel que p o = y o f\ o f l = y o f ± o f[ et 
<p o a = x o f o f = io/oo/j. De meme comme 6 est marque par rapport a p, 
il vient avec un morphisme tp : B\ — > X tel que p o ip = y o f\ et ip o b = x o f . 
Or les morphismes / et /' sont compatibles avec les marquages et done il vient 
ip ° fi = (ft = ip ° f[- Par la propriete universelle du co-egalisateur C±, il existe 
un morphisme x '■ Ci ~^ X tel que x ° fi = ip- On obtient done les egalites 
suivantes : p o x o f 1 = poip = yof 1 et X oco fo = X o fi°b = ip°b = xof . 
Par la propriete universelle des co-egalisateurs C\ et Co, il vient que po x = y 
et x ° c — x - Done x es ^ un relevement pour le diagramme (c,x,y,p) et e'est 
celui qui marquera c par rapport a p. On a done montre que la categorie des 
morphismes marques a gauche par rapport a un morphisme fixe est stable par 
co-egalisateur. Et on aura dualement la stabilite des morphismes marques a 
droite par egalisateur. 
CQFD. 
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2.2 Morphismes I-injectifs et I-cofibrations 



Parmi la multitude de fleches ayant des proprietes de relevement, certaines 
nous interessent plus que d'autres. En effet, souvent nous allons nous fixer un 
ensemble / de fleches et regarder la classe des fleches se relevant a droite par 
rapport a I et celle des fleches se relevant a gauche par rapport a ces dernieres. 
C'est pourquoi nous rappelons les definitions de i-injectifs et de I-cofibrations 
ainsi que certaines de leurs proprietes, toujours en suivant pQ. 

Definition 2.2.1 SoientC une categorie et I un ensemble de morphismes de 
C. 

1) Un morphisme est I-injectif s'il a la propriete de relevement a droite par 
rapport aux morphismes de I. 

2) Un objet est I-injectif si son unique morphisme vers I'objet final est I- 
injectif. 

3) Un morphisme est une I-cofibration s'il a la propriete de relevement a 
gauche par rapport aux morphismes I-injectifs. 

Lemme 2.2.2 Soient C une categorie et I un ensemble de morphismes de C. 

- Les morphismes I-injectifs forment une sous-categorie de C contenant les 
isomorphismes et stable par retract, par produit fibre le long d'un morphisme 
et par produit dans la categorie des morphismes. 

- Les I-cofibrations forment une sous-categorie de C contenant les isomor- 
phismes et les morphismes de I et qui est stable par retract, par somme amal- 
gamee le long d'un morphisme, par colimite sequentielle transfinie et par co- 
produit dans la categorie des morphismes. 

Preuve : application directe du lemme 12.1.81 

Lemme 2.2.3 Soient C une categorie et I et K des ensembles de morphismes 
deC. Si les morphismes I-injectifs sont exactement les morphismes K-injectifs 
alors les I-cofibrations sont exactement les K-cofibrations 

Nous arrivons maintenant a Tune des definitions les plus importantes de 
cette partie, celle de famille generatrice d'une sous-categorie de morphismes. 

Definition 2.2.4 Soient C une categorie et C une sous-categorie ayant les 
memes objets. Soit I un ensemble de morphismes de C. On dit que I engendre 
C si C est la sous-categorie des I-cofibrations. 

La definition de famille generatrice d'une classe de morphismes que Ton 
vient de donner n'est tres intuitive. En fait, quand on parle d'une famille 
de fleches engendrant certains morphismes, on pense a des morphismes fab- 
riques comme colimites sequentielles transfinies de sommes amalgamees des 
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fleches generatrices. Ceci suggere done que les I-cofibrations sont des colimites 
sequentielles transfinies de sommes amalgamees d'elements de I. Mais pour 
avoir ce result at, on se sert de l'argument du petit objet de Quillen. 
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2.3 Argument du petit objet 



L'argument du petit objet de Quillen permet de resoudre le probleme suiv- 
ant. On se donne une categorie C co complete et une famille I de morphismes de 
C et Ton cherche a factoriser tous morphismes de C en une I-cofibration suivie 
d'un morphisme I-injectif. Un des corollaires de ce resultat est que I engendre 
les I-cofibrations au sens auquel on s'attend. Pour arriver a cette factorisation, 
l'idee de l'argument du petit objet consiste a limiter la taille des fleches de I, 
ce que Ton modelise par la notion de petitesse que nous allons rappeler. Mais 
auparavant rappelons les definitions de A-sequence et de cardinal regulier. 

Definition 2.3.1 Un cardinal a est regulier si, pour toute famille d 'ensembles 
(Ai) i( zi telle que le cardinal de I et les cardinaux des A i} pour i 6 J, sont 
strictement inferieurs a a, le cardinal de la reunion U ie jAi est strictement 
inferieur a a. 

Definition 2.3.2 SoientA une categorie admettant les colimites sequentielles 
transfinies et JF une famille de morphismes de A. Soit X un ordinal. 
Une X-sequence de morphismes de T est un foncteur X : A — > C tel que, pour 
tout ordinal (3 < X, le morphisme Xp — > Xp + i appartient a T et, pour tout 
ordinal limite (3 < X, le morphisme colim 7</ g X 1 — > Xp est un isomorphisme. 

Definition 2.3.3 Soit a un cardinal regulier et T une famille de morphismes 
d'une categorie A admettant les colimites sequentielles transfinies, un objet A 
de A est a-petit par rapport a J 7 si pour tout X cardinal regulier strictement 
plus grand qu'a et pour toute X-sequence de morphismes de T Xo — > X\ — > . . 
on a : 

colim Hom(A, Xp) — Hom(A, colim Xg) 

On dit que A est a-petit s'il est a-petit par rapport a tous les morphismes de 
A. 

Ami de montrer qu'un objet est petit, voici quelques resultats techniques, 
inspires de [T] , sur la stabilite de la petitesse vis-a-vis de certaines operations 
ainsi que quelques resultats sur la petitesse des C-precategories. 

Lemme 2.3.4 Soient a un cardinal regulier et A une categorie admettant 
les coproduits et les colimites sequentielles transfinies. Soit I un ensemble 
d'indices de cardinal strictement inferieur a a et soit (Aj)j e / une famille d'ob- 
jets de A a-petits alors \J ieI A* est a-petit. 

Lemme 2.3.5 Soient a un cardinal regulier et A une categorie admettant les 
coproduits et les colimites sequentielles transfinies. Soit F un foncteur d'une 
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petite categorie I vers la categorie C tel que pour tout objet i del I'objet F(i) 
de C est a-petit. Alors la colimite de F, colim i€l F{i), est a' -petite, avec a' 
un cardinal plus grand qu'a et que le cardinal de V ensemble des morphismes 
de I. 

Lemme 2.3.6 Soit a un cardinal regulier strictement plus grand qu'Ro. Soit 
A un prefaisceau de A vers une categorie C admettant les colimites sequen- 
tielles transfinies, si, pour tout n G N, A n est a-petit alors A est a-petit. 

On va maintenant enoncer la definition qui precise que, sous certaines 
conditions, un ensemble de fleches permet l'argument du petit objet de Quillen 

Definition 2.3.7 Soit A une categorie admettant les colimites sequentielles 
transfinies. Soit E un ensemble de morphismes de A, on dit que E permet 
l'argument du petit objet si, pour tout morphisme de E, il existe un cardinal 
regulier a tel que la source du morphisme est a-petite par rapport a E. 

Un des cas les plus frequents d'ensembles de fleches permettant l'argument 
du petit objet provient d'ensembles de fleches dont les sources et buts sont 
petits. On dira de ces fleches qu'elles sont petites ou limitees. Bien entendu, de 
tels ensembles permettent l'argument du petit objet, ce qu'enonce le lemme 
suivant. 

Lemme 2.3.8 Soient a un cardinal regulier et A une categorie admettant 
les colimites sequentielles transfinies. Soit E un ensemble de morphismes de 
A dont les sources et buts sont a-petits, alors E permet l'argument du petit 
objet. 

Comme on l'a deja dit plus haut, l'argument du petit objet sert a obtenir 
la factorisation de toute fleche en une I-cofibration suivie d'un morphisme I- 
injectif pour un ensemble I assez petit. Ce fait est enonce dans le theoreme 
suivant dont on trouvera la demonstration dans |]Q. 

Theoreme 2.3.9 (L'argument du petit objet) Soient C une categorie co- 
complete et I un ensemble de morphismes de C permettant l'argument du petit 
objet. Alors tout morphisme de C se factorise de maniere fonctorielle en une 
I-cofibration suivie d'un morphisme I-injectif. 

L'un des corollaires de ce theoreme qui nous interesse le plus est celui 
qui nous donne la caracterisation des I-cofibrations en termes de colimites 
sequentielles transfinies de sommes amalgamees de fleches de I lorsque I est 
assez petit. Mais en fait, les I-cofibrations ne sont pas toujours de telles col- 
imites meme si I est assez petit, car en general ce sont des retracts de telles 
colimites. Aussi vais-je tout d'abord rappeler la notion de retract d'un mor- 
phisme avant d'enoncer le corollaire sur l'engendrement. 
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Definition 2.3.10 Soient f : A — ► B et g : C — » D (ieitx morphismes, on dit 
que f est un retract de g s 'il existe un tel diagramme commutatif : 




avec r o i = Ma et s o j = Ids 

Corollaire 2.3.11 Soient C une categorie cocomplete et I un ensemble de 
morphismes de C permettant V argument du petit objet. Alors les I-cofibrations 
sont exactement les retracts de colimites sequentielles transfinies de sommes 
amalgamees de morphismes de I. 

Grace a ce corollaire nous savons que les morphismes engendres par un 
bon ensemble I, ce que Ton appelle des I-cofibrations, s'expriment en termes 
de colimites sequentielles transfinies de sommes amalgamees d'elements de 
I. De plus, si Ton regarde la demonstration du theoreme 12.3.91 donnee dans 
[T], on s'apergoit que pour construire la factorisation d'une fleche quelconque 
/ : A — ► B en une I-cofibration suivi d'un morphisme I-injectif, on va en fait 
rajouter a A toutes les fleches de I rendant commutatif le diagramme suivant 
et repeter ce procede un nombre transfini de fois. 




On remarque done que cette construction est encore du type colimite sequen- 
tielle transfinie de sommes amalgamees d'elements de I. C'est en outre cette 
methode que nous allons utiliser pour categoriser nos C-precategories une fois 
explicite l'ensemble I de fleches pour lequel nos C-categories sont des objets I- 
injectifs. C'est la raison pour laquelle nous allons consacrer la prochaine partie 
a l'etude de ces precedes que nous appellerons plans d'addition de cellules, du 
fait de leur similarite d'avec la construction des complexes cellulaires. 
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2.4 Plan d'addition de cellules 



Dans cette partie, nous allons donner un formalisme permettant d'etudier 
les precedes d'addition transfinie de fleches. Nous commengons d'abord par 
definir les plans simples ou plans a un pas avant de s'attaquer aux plans finis 
et inflnis. 

Definition 2.4.1 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C. Soit X un objet de C. Un plan P d'addition de cellules 
a un pas pour X (ou plus simplement plan simple pour X) est un ensemble 
de couples (D,ar>) ou ao est un cardinal et D = (d, 0£>) est un diagramme 
comme suit : 

s d , X 

B 4>D 

oil (pr> est un morphisme de $. On note P(X) le resultat du plan d'addition, 
defini de la maniere suivante : 

nx) = x u f II Us J 

Donnons un premier exemple de plan d'addition de cellules simple qui sera 
tres utile pour la suite. 

Definition 2.4.2 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C. Soit A un cardinal (transfini ou pas). On definit alors e$ t \ le 
plan d'addition de cellules a un pas qui, pour un objet X quelconque de C, est 
constitue par V ensemble des couples (D, A) ou D — (d, (pn) avec 4>d appartient 
a $ et d ayant pour but X . 

Une fois les plans simples d'addition de cellules dermis, on peut facilement 
definir les plans d'addition de cellules finis comme composees des plans simples 
et les plans d'addition de cellules infinis comme colimites de plans simples. En 
void les definitions precises. 

Definition 2.4.3 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C. Soit X un objet de C. Un plan P a deux pas sur X est 
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une suite (Pi)i<i<2 tel que Pi est un plan simple sur X et P 2 un plan simple 
sur Pi{X). Le resultat P.(X) n'est autre P 2 (Pi(X)) . On notera parfois ce plan 
P 2 ° Pi, ce qu'on appellera composition (naive) de plans simples. 
Par recurrence, on definit de la meme maniere les plans finis comme compo- 
sition d'un nombre fini de plans simples. 

Definition 2.4.4 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C. Soient X un objet de C et A un cardinal transfini. Un plan 
P infini d'addition de cellules sur X est une suite des plans simples {Pp)p < \ 
telle qu'il existe une \-sequence (Xp)p<x verifiant les proprietes suivantes : 

- X n'est autre que X , 

- pour tout P < \, X/3 + i est le resultat du plan simple Pp sur Xp, 

- pour tout 7 < A ordinal limite, X 7 est la colimite des Xp pour j3 < 7. 

Le resultat P.(X) du plan infini P est soit P\-i(X\-i), si A n'est pas un 
cardinal limite, soit la colimite des Xp, pour (3 < A si A est un cardinal limite. 
En outre, on dit que A est la longueur du plan P. 

Pour simplifier les ecritures, nous allons prendre les conventions suivantes : 
soit A un objet de C et P un plan d'addition de cellules sur A de longueur A. 
On pose Pq(A) = A puis, pour tout ordinal (3 < A, on note Pp (A) le resultat 
du plan (P a ) a< p. Ainsi les diagrammes de Pp sont des diagrammes sur Pp(A). 

Lors d'un plan fini ou infini d'addition de cellules, il se peut que Ton rajoute 
la meme cellule a plusieurs etapes du plan. Or ceci obscurcit la comprehension 
de l'operation effectuee par le plan d'addition de cellules. Certains plans d'ad- 
dition de cellules cependant n'ont pas ce defaut, i.e. les cellules D ne seront 
ajoutees qu'a un seul moment donne de la construction et exactement fois 
dans toute la construction, c'est ce que Ton appellera des plans rationnels. 

Definition 2.4.5 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C. Soient X un objet de C et P un plan d'addition de cellules 
sur X de longueur un certain cardinal A. On dit que P est un plan d'addition 
de cellules rationnel si, pour tout ordinal (3 < A et pour tout diagramme D de 
Pp, I'extension de D a P(X) n'est pas I'extension a P(X) d'un diagramme de 
P a avec a < f3. 

On a vu dans la definition de plan d'addition fini de cellules la composition 
des plans simples. Mais on peut composer en fait n'importe quel plan. 

Definition 2.4.6 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C. Soient X un objet de C, P un plan fini ou infini sur X 
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et Q, un plan fini ou infini sur P.{X). La composition naive des plans P et Q. 
est le plan note Q. o P obtenu par concatenation des suites de plans simples 
de P. et Q_. 

Cette composition a de bonnes proprieties : elle est associative et admet 
comme identites les plans vides ou ceux dont tous les coefficients sont nuls. 
Toutefois, on l'appelle "naive" car lorsque l'on applique le plan Q a P.{X) 
on pourra re-additionner des cellules deja additionnees a X par P. Aussi afin 
de mieux controler l'addition des cellules lors d'une composition de plans, on 
va definir une nouvelle composition dite rationnelle, qui nous donnera une 
construction simple de plans rationnels, notion dans laquelle le phenomene 
decrit ci-dessus n'aura plus lieu. 

Definition 2.4.7 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C. Soient X un objet de C, P un plan fini ou infini sur X 
et Q. un plan simple sur P(X). Notons (Xp)p<x la suite correspondant a P. 
La composition rationnelle des plans P et Q. est le plan note Q, * P obtenu 
comme composition naive du plan P avec le plan Q[ defini ainsi : un dia- 
gramme D de Q, appartient a Q[ si et seulement si d ne se factorise pas par 
Vun des Xp, pour (5 < A. 

L'un des interets de cette composition rationnelle est que le plan Q, * P 
est moralement un plan rationnel. Toutefois ceci n'est pas vrai en general. 
Considerons par exemple pour X un ensemble simplicial construit avec trois 
segments f,g,h tel que g et h soient precomposables par /. Considerons le 
plan simple P sur X consistant a rajouter le triangle de faces principales /, g 
et considerons le plan simple Q, sur P(X) consistant a rajouter le triangle de 
faces principales f,heth identifier g et h en un meme segment note %. La com- 
position naive des plans P et Q, n'est autre que leur composition rationnelle 
et le resultat de cette composition rationnelle (Q * P)(X) consiste en deux 
triangles colles le long de leurs faces principales f,i. Ainsi au final une meme 
cellule, ici le triangle de face principale /, i, a ete additionnee deux fois mais 
a deux moments differents de la construction. Aussi ce plan Q, * P issu d'une 
composition rationnelle n'est pas un plan rationnel. Le principal empechement 
vient du fait que l'une des cellules, celle qui identifie les segments, n'est pas 
un monomorphisme, ce qui amene au final a identifier deux diagrammes qui 
au depart etaient differents. 

Nous allons done montrer que sous certaines hypotheses sur <3> concernant les 
monomorphismes, les plans d'addition de cellules obtenus a partir de com- 
positions rationnelles sont bien des plans d'addition rationnels au sens defini 
precedemment. 
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Proposition 2.4.8 Solent C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C tel que les Q-cofibrations soient des monomorphismes. Soient 
X un objet de C et P un plan fini ou infini sur X dont toutes les compositions 
le composant sont des compositions rationnelles. Un tel plan sera appele plan 
a compositions rationnelles. 
Alors P est un plan d 'addition rationnel. 

Preuve : 

Pour montrer que P est un plan d'addition de cellules rationnel sur X, nous 
allons montrer par l'absurde qu'il verifie la definition de plan rationnel. Notons 
A la longueur du plan P. Soit (3 < A un ordinal et so it D un diagramme de Pp. 
Supposons par l'absurde que l'extension de ce diagramme a P(X) est egale a 
l'extension a P(X) d'un diagramme D' de P a pour un certain ordinal a < (3. 
On remarque que le morphisme naturel de Pp{X) vers P(X) est une colimite 
sequentielle finie ou transfinie de sommes amalgamees le long d'un morphisme 
de fleches de Par le lemme 12.2.21 il vient que les colimites sequentielles 
de sommes amalgamees le long d'un morphisme d'elements de $ sont des <3>- 
cofibrations, done des monomorphismes par hypothese sur $. On en deduit 
que le diagramme D sur Pp(X) n'est autre que l'extension du diagramme D' a 
Pp(X). Or par hypothese sur P, la composition du plan simple Pp sur Pp{X) 
avec le plan (P 7 ) 7</ 3 sur X est une composition rationnelle, or par definition 
meme de composition rationnelle ceci contredit le fait que le diagramme D 
sur Pp(X) est egal a l'extension a Pp(X) du diagramme D' de P a avec a < [3. 
On a done bien montre par l'absurde que P est un plan rationnel d'addition 
de cellules. 
CQFD. 

Exemple 2.4.9 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de mor- 
phismes de C tel que les Q-cofibrations soient des monomorphismes. 
Considerons le plan d'addition de cellules eq> t \, si Von compose simplement e$ t A 
avec lui-meme, on va remettre une deuxieme fois toutes les cellules ajoutees la 
premiere fois. Si en revanche, on compose rationnellement e^ t \ avec lui-meme, 
on ne mettra a la seconde etape que les cellules qui n'ont pas dejd etc mises a 
la premiere. 

Dans ces definitions, la notion de plan depend de l'objet sur lequel le 
plan doit agir. Toutefois on peut definir des plans pour tous les objets de 
la categorie, auquel cas on peut se demander si cette collection de plans est 
fonctorielle. Nous allons done definir la notion de plan fonctoriel. 

Definition 2.4.10 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C. Soit P = (Pa)a€C une collection de plans d'addition de 
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cellules, on dit que P est un plan d 'addition de cellules fonctoriel si P induit 
un foncteur, encore note P , de la categorie C dans elle-meme tel que, pour 
tout objet A de C, P{A) est le resultat Pa(A) du plan d'addition Pa- 

La fonctorialite des plans d'addition de cellules se comporte bien vis-a-vis 
des compositions de plans et peut se reconnaitre pour les plans non simples 
par la fonctorialite des plans simples qui les composent. 

Lemme 2.4.11 SoientC une categorie cocomplete et $ un ensemble de mor- 
phismes de C. On a les resultats suivants : 

- si P et Q sont des plans d'addition de cellules fonctoriels alors leurs com- 
posees naive et rationnelle sont fonctorielles, 

- si P = (P/3)/3<a est un plan d'addition transfinie de cellules dont tous les plans 
simples sont fonctoriels, alors P est un plan d'addition de cellules fonctoriel. 

Preuve : cela decoule directement du fait que les foncteurs sont composables 
et possedent les colimites. CQFD. 

II est interessant de donner une condition sufnsante simple pour qu'une 
collection de plans d'addition de cellules constitue un plan d'addition de cel- 
lules fonctoriel. Pour cette condition, nous utiliserons la notion d'extension 
de plans d'addition de cellules le long d'un morphisme que nous allons tout 
d'abord definir. 

Definition 2.4.12 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C. Soient f : A — > B un morphisme de C et P un plan d'ad- 
dition de cellules sur A. On appelle plan d'addition de cellules etendu par f 
le plan d'addition de cellules sur B constitue par I' extension par f des dia- 
grammes du plan P pris avec la meme cardinalite que dans P. 

Lemme 2.4.13 SoientC une categorie cocomplete et $ un ensemble de mor- 
phismes de C. Soit P = (Pa)a&c une collection de plans d'addition de cellules 
de meme longueur. Si pour tout morphisme f : A — > B de C, V extension 
par f du plan d'addition de cellules Pa sur A est un sous-ensemble du plan 
d'addition de cellules Pb sur B, alors P est un plan d'addition fonctoriel. 

Preuve : 

D'apres le lemme 12.4. Ill pour montrer qu'une collection de plans non simples 
de meme longueur est fonctorielle, il suffit de montrer que chaque collection 
de plans simples qui la compose est fonctorielle. Done on va montrer le lemme 
pour une collection P = (Pa)a€C de plans simples. Soit / : A — > B un mor- 
phisme de C. Le morphisme / induit une fonction non necessairement injective, 
encore notee /, de l'ensemble Da des diagrammes du plan Pa vers l'ensemble 
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D B des diagrammes du plan P B obtenue en etendant les diagrammes sur A 
par /. Comme l'extension de Pa par / est un sous-ensemble de P B , ceci signifie 
que les diagrammes de B provenant par / de diagrammes de A sont pris avec 
la meme cardinality que leurs antecedents. On en deduit le carre commutatif 
suivant : 



II II* 

DeP A a D 



D£P A a D 



n u* 



D'eP B a' 



U.D'eP B Ua' 4>D> 



n m 



D'eP B a' 



dans lequel on envoie par l'identite les sources et buts d'une fleche <pD d'un 
diagramme D e Da sur ceux de la fleche 0/(d) de l'extension f(D) G D B du 
diagramme D par /. On deduit de ce diagramme le cube commutatif suivant : 



II II * 

DeP A a D 



u 



D&P A 




- n u* 

D'eP B a D , 

U.D'eP B U a£3 , <Pd 



-f- 



B 



D'eP s a D / 



Pa(A) 



3! 



ou les faces verticales gauche et droite sont des diagrammes cocartesien. II est 
facile de voir que si dans le cube on prend pour / l'identite de A, le morphisme 
du bas est l'identite. De plus, si Ton a deux morphismes composables / et g, 
on obtient deux cubes commutatifs qui se juxtaposent rendant le grand cube 
total commutatif, ce qui entraine que la composee des morphismes induits par 
f et g est bien le morphisme induit par la composee fog. Posons alors, pour 
tout objet A de C, P(A) = Pa{A) et, pour tout morphisme /, notons P(f) 
le morphisme induit par le cube. On a done que P ainsi defini est bien un 
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foncteur de la categorie C dans elle-meme, ce qui montre le result at. 
CQFD. 

Lemme 2.4.14 Soient C une categorie cocomplete, $ un ensemble de mor- 
phismes deC et A un cardinal. e$ 5 A est un plan d 'addition de cellules fonctoriel. 
De plus tout plan fini ou transfini d 'addition de cellules dont tous les plans 
simples sont du type e$ t A est fonctoriel. 

Preuve : Pour montrer le premier resultat il suffit d'appliquer le critere du 
lemme 12.4.131 Soit / : A — > B un morphisme de C, l'extension de e^A,^ n'est 
autre que le plan simple d'addition de cellules constitue par les couples (D, A) 
oil D decrit les extensions par / de diagrammes de $ pour A. Or ces couples 
sont bien des couples du plan simple e$ 5 A,B, ce qui montre que e^A verifie la 
condition suffisante pour etre un plan d'addition de cellules fonctoriel. 
Le second resultat resulte du premier auquel on applique le lemme 12.4. Ill 
CQFD. 

Le formalisme du raj out de cellules ayant ete precise, nous sommes main- 
tenant en mesure de donner un procede qui permettra de categoriser les C- 
precategories. 
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2.5 Plans d'addition de cellules I-injectivants 



On peut en effet reformuler le probleme de la categorisation en termes de 
plans d'addition de cellules et d'objets I-injectifs. Supposons en effet que nous 
ayons exhibe une famille I de morphismes dont les objets I-injectifs sont les 
C-categories. Le probleme devient alors de rendre I-injectif un objet qui ne 
Test pas. L'idee la plus repandue pour faire cela est de rajouter les fleches de I 
jusqu'a rendre l'objet I-injectif, c'est-a-dire d'appliquer a l'objet un plan d'ad- 
dition de cellules. Ainsi l'equivalent en termes de plan d'addition de cellules 
et d'objets I-injectifs du probleme de la categorisation est de trouver un plan 
d'addition de cellules P fonctoriel verifiant : 

- i) tout morphisme / : A — > B dont le but est I-injectif se factorise a travers 
P(A), 

- ii) pour tout objet A, P(A) est I-injectif, 

- iii) si l'on possede une notion d'equivalence d'objets I-injectifs, pour tout 
objet A, l'image par P du morphisme naturel A — > P{A) est une equi- 
valence d'objets I-injectifs. 

Tout plan fonctoriel d'addition de cellules resolvant ce probleme sera appele 
plan I-injectivant ou I-injectivisation. 

Comme on l'a dit plus haut, l'idee que nous allons suivre pour resoudre 
ce probleme d'l-injectivisation est de construire un plan d'addition de fleches 
de I. Or il est assez facile de voir, avec les definitions d'objets I-injectifs et de 
I-cofibrations, que tout plan d'addition de fleches de I est une I-cofibration et 
done, par propriete de relevement a gauche par rapport aux objets I-injectifs, 
verifie le i). C'est ce que nous donne le lemme suivant. 

Lemme 2.5.1 Soient C une categorie cocomplete et I un ensemble de mor- 
phismes de C. Soient A un objet de C et P un plan d'addition de cellules de I 
sur A. Alors le morphisme naturel A — > P(A) est une I-cofibration. En parti- 
culier pour tout morphisme f : A — > B vers un objet I-injectif B, il existe un 
morphisme de P(A) vers B qui precompose avec le morphisme naturel de A 
vers P(A) redonne f . 

f 

A 1 »B 




P(A) 
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Preuve : 

Tout d'abord il convient de remarquer que le morphisme naturel A — > P(A) 
est une colimite sequentielle transfinie de sommes amalgamees de fleches de I. 
Or les fleches de I sont des I-cofibrations et les I-cofibrations sont stables par 
somme amalgamee le long d'un morphisme et par colimite sequentielle trans- 
finie d'apres le lemme 12.2.21 Done le morphisme naturel A — ► P(A) est bien 
une I-cofibration. En outre par definition de I-cofibration, A —>■ P(A) possede 
la propriete de relevement a gauche par rapport aux morphismes I-injectifs et 
done en particulier par rapport aux objets I-injectifs. 
CQFD. 

Ce lemme nous a done permis d'avoir une infinite de solutions pour le 
probleme i) de 1'1-injectivisation. II suffit que le plan d'addition de cellules ra- 
joute des fleches de I a la source d'un morphisme vers un objet I-injectif pour 
factoriser ce morphisme a travers le resultat du plan applique a la source. 
Toutefois on peut aussi bien raj outer a chaque etape du plan une partie quel- 
conque de I ou bien avoir une partition de I et un plan qui a chaque etape 
rajoute les fleches d'un certain nombre d'elements de la partition de I. Nous 
allons done donner une definition generale qui permet de modeliser de tels 
plans. 

Definition 2.5.2 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C. Soit ($>k)keK une partition de $. Donnons nous une fonc- 
tion t d'un cardinalT quelconque vers V ensemble des parties de K . On appelle 
plan d'addition de cellules suivant Vordre t tout plan P de longueur T tel que, 
pour tout ordinal r < T , les diagrammes apparaissant dans P T ne sont obtenus 
qu'd partir des fleches des avec k decrivant t(r). 

On notera t^{k) pour k G K V ensemble des ordinaux r < T pour lesquels 
t(r) contient k. 

Pour resoudre le probleme ii) de 1'1-injectivisation, l'idee est de rajouter 
autant de fois que necessaire les fleches de I pour rendre les objets quelcon- 
ques I-injectifs. On se demande alors quelles conditions doit verifier un plan 
d'addition de fleches de I pour que son resultat soit I-injectif. Comme les plans 
ont chacun une certaine longueur, si l'ensemble I est petit par rapport a cette 
longueur, toutes fleches d'une source d'un morphisme de I vers le resultat du 
plan se factorisera a travers l'une des etapes du plan. Deux cas se presente 
alors : soit le diagramme a cette etape possede deja un relevement, et dans ce 
cas e'est bon, soit le diagramme a cette etape n'en possede pas. Or si Ton veut 
que le diagramme se releve pour le resultat du plan, il faudra qu'il se releve 
pour une etape ulterieure du plan. Ces considerations nous amenent au lemme 
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suivant qui nous donne une condition suffisante pour qu'un plan d'addition 
suivant un ordre ait son resultat I-injectif. 

Lemme 2.5.3 Soient C une categorie cocomplete et <£> un ensemble de mor- 
phismes de C. Soient (&k)keK une partition de $ et a un cardinal regulier 
pour lequel les sources des morphismes de $ sont a-petites. 
Soit A un objet de C. Donnons nous une fonction t d'un cardinal regulier T 
strictement superieur a a vers V ensemble des parties de K et un plan d'addi- 
tion de cellules P sur A suivant V ordre t. Si P verifie la propriete suivante : 
pour tout ordinal r < T , pour tout k G K et pour tout diagramme D sur 
P T (A) fabrique avec une fleche de qui ne se releve pas dans P T {A), il existe 
t' G t^ik) tel que r' > t et que le diagramme D etendu a P T >(A) appartienne 
au plan P T >, 

alors P{A) est Q-injectif. 
Preuve : 

Soit P un plan sur A verifiant la condition du lemme. Montrons que P(A) est 
$-injectif. Considerons alors le diagramme suivant : 

X P{A) 



Y 

Comme par hypothese la source X de est a-petite et que A — > P(A) est 
une colimite sequentielle transfinie de longueur T cardinal regulier strictement 
superieur a a, il existe un ordinal r < T tel que g se factorise par P T (A). Soit 
le diagramme se releve dans P T (A) et, par extension a P(A), on obtient que le 
diagramme ci-dessus se releve. Soit le diagramme ne se releve pas dans P T (A), 
et dans ce cas, par la propriete de P, il vient qu'il existe r' > r tel que t(r') 
contienne l'indice de la partie de $ a laquelle appartient <fi et que la restriction 
du diagramme a P T '(A) appartienne au plan P T i. Ainsi P T / + i(A) se releve par 
rapport a 0, et par extension a P(A), on obtient que P(A) se releve aussi, ce 
qui montre que le diagramme considere se releve. 
CQFD. 

Corollaire 2.5.4 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C. Soient ($k)keK une partition de $ et a un cardinal regulier 
pour lequel les sources des fleches de $ sont a-petites. 

Soit A un objet de C. Donnons nous une fonction t d'un cardinal regulier T 
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strictement superieur a a vers I 'ensemble des parties de K et un plan d 'addi- 
tion de cellules P sur A suivant I'ordre t. 

Supposons que t verifie que pour tout r < T et pour tout k £ t(r) il existe 
t' > t tel que r' appartienne a Si P verifie la propriete suivante : 

pour tout ordinal t < T , le plan P T contient tous les diagrammes obtenus a 
partir des morphismes de pour k decrivant t{r), qui ne se relevent pas 
dans P T {A), alors P(A) est Q-injectif. 

Preuve : 

Montrons que sous les conditions du corollaire le plan P verifie la condition du 
lemme precedent. Soit done un ordinal r < T et un diagramme D sur P T {A) 
obtenu a partir d'un morphisme d'un avec k £ t{r) qui ne se releve pas 
dans P T (A). Par propriete de t, il existe un ordinal r' > t tel que k appartienne 
a t(r'). Prenons le plus petit r' verifiant cela. En outre par propriete de P, il 
vient que P T > contient tous les diagrammes obtenus avec (car k £ t(r')) ne 
se relevant pas dans P T >(A), e'est en particulier le cas pour D etendu a P T >(A), 
par minimalite de r'. Ainsi P verifie la condition du lemme et done P(A) est 
$-injectif. 
CQFD. 

Donnons deux exemples de plans d'addition de cellules qui verifient les 
proprietes i) et ii) de 1'1-injectivisation. 

Lemme 2.5.5 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de mor- 
phismes de C dont les sources sont a-petites pour un certain cardinal regulier 
a. Soient a' le plus petit cardinal regulier superieur a a et X un cardinal quel- 
conque. 

Notons E& t x le plan d'addition de cellules fonctoriel de longueur a' dont tous 
les plans simples sont e$ t A et notons E'$ x le plan d'addition de cellules foncto- 
riel de longueur a' obtenu a partir des compositions rationnelles et dont tous 
les plans simples sont e^. 

Alors, pour tout objet A de A, E$ \(A) et E'§ X (A) sont Q-injectifs et tout 
morphisme f : A — > B dont le but est Q-injectif se factorise a travers le 
morphisme naturel A — > E$,\(A) et aussi a travers A — > E'^ X (A). 

Preuve : 

Tout d'abord on remarque que comme E$ x et E'$ x sont des plans d'addition 
de morphismes de par le lemme l?.5-H les morphismes naturels A E^^x(A) 
et A — ► E'§ x (A) sont des $-cofibrations qui done ont la propriete de relevement 
a gauche par rapport aux objets $-injectifs. Ceci prouve la seconde partie du 
lemme. 
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Pour montrer que les resultats des plans E$ t x et E'§ x sont $-injectifs, il 
sufflt de montrer que ces plans verifient le corollaire 12.5.41 Tout d'abord on 
remarque que dans notre cas il n'y a pas de partition de $, ce qui revient a 
dire que la partition n'a qu'un element. Du coup la fonction t correspondant 
a nos plans n'est autre que la fonction constante du cardinal a' dans l'ensem- 
ble des parties du singleton a valeur le singleton. Ainsi t verifie de maniere 
triviale la condition du corollaire 12.5.41 II ne reste plus qu'a montrer que pour 
tout ordinal (3 < a', les plans simples (E^^p et (E§ x )p contiennent tous les 
diagrammes obtenus avec des morphismes de $ qui ne se relevent pas dans 
(E$ t \)p(A) et (E'^ x )p(A). Or les plans simples (E$ jX )p et (E'^ x )p sont en fait 
les plans e^A qui par definition contiennent tous les diagrammes possibles 
obtenus a partir de Si dans (E$ t \)p, on a bien tous les diagrammes pos- 
sibles sur (E^ ! x)p(A), en revanche par rationalite des compositions de E'$ x , 
dans (E'q x )p on ne garde que les diagrammes qui ne relevent pas dans (E$ x )p. 
Dans les deux cas la propriete du corollaire 12 . 5 . 41 est verifiee, ce qui nous donne 
que les resultats des plans E<& t \ et E'^ x sont bien $-injectifs. 
CQFD. 

On a done exhibe deux plans d'addition de cellules qui verifient les pro- 
prietes i) et ii) des plans I-injectivants. Le probleme consiste maintenant a 
savoir s'ils verifient ou non la propriete iii) concernant les equivalences. En 
fait cette propriete iii) est la plus difficile a obtenir. En nous inspirant des 
idees de pour resoudre ce probleme, nous allons chercher deux plans d'ad- 
dition de cellules particuliers verifiant i) et ii). Le premier aura une propriete 
d'unicite de relevement par rapport aux objets I-injectifs et le second aura la 
propriete iii) mais uniquement pour les objets I-injectifs. Nous allons done con- 
struire le premier plan et montrer que, si Ton suppose l'existence du second, 
le premier verifie iii). 
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2.6 Plan I-injectivant marque 



L'idee pour trouver un plan d'addition I-injectivant est de construire un 
plan verifiant les proprietes i) et ii) mais avec pour la propriete de factorisation 
i) l'unicite de cette factorisation. Bien evidemment on ne pourra pas obtenir 
une telle propriete avec un objet I-injectif quelconque qui en general n'a pas 
la propriete de se relever de maniere unique par rapport aux I-cofibrations. 
Cependant la notion de marquage deja vu auparavant va nous permettre 
d'aboutir a l'unicite des relevements. Ann de mieux manipuler cette notion de 
marquage, nous allons donner une definition d'objet partiellement I-marque. 

Definition 2.6.1 Soit C une categorie cocomplete et I un ensemble de mor- 
phismes de C. Un objet partiellement I-marque est un couple (A,/i), ou A 
est un objet quelconque de C et ji une fonction d'un ensemble de diagrammes 
solides sur A du type suivant : 

X ► A 

el / 

Y 

qui associe a chaque diagramme solide de cet ensemble un relevement, que Von 
dira marque. Par abus de langage, on dira d'un diagramme qu'il appartient a 
fi pour dire qu 'il appartient au domaine de definition de la fonction fi et done 
qu'on lui a choisi un relevement. 

On remarque que si A est totalement marquee (i.e. \i contient tous les 
diagrammes des fleches de I vers A) alors A a bien evidemment la propriete 
de relevement a droite par rapport a toutes les fleches de I, ce qui fait de A un 
objet I-injectif pour lequel tous les relevements sont marques, e'est ce qu'on 
va appeler un objet I-injectif marque. 

Definition 2.6.2 Soit C une categorie cocomplete et I un ensemble de mor- 
phismes deC. Un objet I-injectif marque est un couple (A, ji), oil A est un objet 
I-injectif et /i une fonction de U ensemble des diagrammes solides de fleches 
de I vers A qui a chaque diagramme solide associe un relevement, qui sera le 
relevement marque. 

Les notions d'objet totalement marque et d'objet I-injectif marque sont 
equivalentes, comme on l'a vu plus haut. II nous reste done a definir ce que 
sont les morphismes d'objets partiellement marques. 
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Definition 2.6.3 Soit C une categorie cocomplete et I un ensemble de mor- 
phismes deC. Un morphisme f : A — > B entre les objets partiellement marques 
(A, n) et (B, v) est un morphisme d 'objets partiellement marques si, pour tout 
diagramme de fi, son prolongement par f est un diagramme de v. On dit alors 
que le morphisme preserve le marquage. 

Un morphisme d 'objets I-injectifs marques n'est autre qu'un morphisme d 'ob- 
jets partiellement I-marques. 



X 



A 



X 



A 



f 



B 



h 



en 



f 



e v 



o r 



Y 



Y 



On obtient ainsi deux catee; orics \ Cm) lei Ccitc gorie des objets partiellement 
marques et sa sous-categorie pleine Ci_ in j m des objets I-injectifs marques. 
Tout d'abord, remarquons qu'un meme objet I-injectif peut avoir plusieurs 
marquages differents et ainsi peut donner lieu a plusieurs objets I-injectifs 
marques, il en va de meme pour les objets quelconques. Ainsi nos deux nou- 
velles categories ne sont pas des sous-categories de C. En revanche, elles sont 
toutes deux munies d'un foncteur Oubli vers C qui est fidele mais n'est pas 
plein car tout morphisme ne preserve pas necessairement le marquage. En 
outre on a vu que la notion d'objets I-injectifs n'est pas stable par limite mais 
en revanche celle d'objets I-injectifs marques l'est. 

Lemme 2.6.4 SoitC une categorie complete et I un ensemble de morphismes 
de C. La categorie Ci^i n j m des objets I-injectifs marques avec les morphismes 
preservant les marquages possede les limites. 



Preuve : application directe du lemme 12.1.51 ! 



Cette notion de marquage va nous permettre de construire un plan d'addi- 
tion de cellules qui a un objet quelconque associera un objet I-injectif marque 
et factorisera de maniere unique tout morphisme a but I-injectif marque. Non 
seulement ce plan sera fonctoriel mais il servira d'adjoint au foncteur Oubli 
des objets I-injectifs marques vers les objets quelconques de C. 

Commengons tout d'abord par remarquer que si un plan d'addition de cel- 
lules rajoute plusieurs fois la meme cellule il ne pourra pas en general f actor iser 
de maniere unique un morphisme a valeur dans un objet I-injectif marque. 
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Par exemple considerons l'ensemble / = {A — > B} et l'objet C = B TJ A B. 
Ce dernier est bien I-injectif et on peut le marquer de deux manieres selon 
l'exemplaire B que Ton choisit. Choisissons un marquage. Considerons main- 
tenant le morphisme naturel A — > C et le plan ej^- Alors ei^{A) n'est autre 
que C et on le marque en choisissant un exemplaire de B. Sur les quatre mor- 
phismes possibles de C dans lui-meme laissant A invariant, il y en a deux qui 
preservent le marquage : celui qui envoie l'exemplaire non marque de B sur le 
non marque et celui qui l'envoie sur le marque. 

Cet exemple montre qu'un plan d'addition de cellules rajoutant plusieurs 
fois la meme fleche et done en particulier tout plan d'addition de cellules non 
rationnel n'a pas en general la propriete de factoriser de maniere unique les 
morphismes a but I-injectif marque. Le lemme suivant nous donne de bons 
candidats pour cette factorisation unique. 

Lemme 2.6.5 Soit C une categorie cocomplete et I un ensemble de mor- 
phismes de C. Soient A un objet de C et P un plan d'addition de cellules de 
I sur A rationnel et dans lequel a chaque etape les diagrammes a rajouter ne 
sont pris qu'une fois. Alors P(A) a un marquage partiel naturel et tout mor- 
phisme A^> B vers un objet I-injectif marque se factorise de maniere unique 
a travers le morphisme naturel A — > P(A) en un morphisme preservant le 
marquage. 

Preuve : 

Soit / : A — > (B, v) un morphisme vers un objet I-injectif marque. Notons A la 
longueur du plan et definissons par recurrence (transfinie) sur f3 < A a la fois 
le marquage /i de P(A) et le relevement preservant le marquage de A — > P(A) 
par rapport a B. 

Pour p nul, Pq{A) n'est autre que A qu'on laisse sans marquage, i.e. /i = 0. 
Le relevement est dans ce cas / qui preserve bien le marquage. 
Supposons maintenant que, pour f3 < A, Pp(A) est partiellement marque par 
/ip et qu'il existe un morphisme preservant le marquage (Pp(A), /ip) — > (B, v) 
qui precompose par le morphisme naturel A — > Pp(A) redonne /. Le resultat 
Pp + i(A) du plan simple Pp applique a Pp(A) n'est autre que la somme amal- 
gamee de Pp(A) par les diagrammes de Pp. Comme le plan est rationnel, 
les extensions a P(A) de ces diagrammes ne sont pas les extensions a P(A) 
des diagrammes des plans simples precedents mais peuvent etre celles de dia- 
grammes deja releves dans A = Po(A). Or comme /xo est vide, les diagrammes 
qui se relevent deja dans A ne sont pas marques. Ainsi aucune des extensions 
a P(A) des diagrammes de Pp n'est l'extension a P(A) d'un diagramme deja 
marque. De plus par hypothese sur P, les diagrammes de Pp ne sont pris qu'une 
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fois. Ainsi tous les diagrammes de Pp peuvent etre marques sans ambiguite 
ni incoherence dans Pp + i(A) avec pour relevements marques les morphismes 
naturels des buts des fleches de I dans la somme amalgamee Pp + i(A). On peut 
done construire /ig+i comme reunion de /j,p avec les marquages naturels des 
diagrammes de Pp. En outre (B, v) etant un objet I-injectif marque, il existe 
un relevement marque de B par rapport aux extensions par / de tous les 
diagrammes de Pp. Par propriete universelle de la colimite Pp + i(A), il vient 
qu'il existe un morphisme de Pp +1 {A) vers B qui d'une part precompose par 
le morphisme naturel de Pp(A) — > Pp +1 {A) redonne le morphisme preservant 
le marquage Pp(A) — > B et qui d'autre part preserve les marquages par con- 
struction. Enfin par propriete du morphisme Pp{A) — > B, le morphisme de 
Pp + i(A) vers B ainsi obtenu redonne bien / lorsqu'on le precompose par le 
morphisme naturel A — > Pp +1 (A), ce qui finit de montrer l'hypothese au rang 
(3 + 1. On remarque au passage qu'avec ces marquages le morphisme naturel 
Pp(A) — > Pp + i(A) preserve le marquage. 

Soit maintenant (3 < A un ordinal limite (si A est un cardinal transfini). 
Supposons done construits pour tout a < (3 un marquage fi a pour P a {A) et un 
morphisme preservant le marquage (P a (A), fi a ) — > (B,u) qui precompose par 
le morphisme naturel A — > P a (A) redonne /. Comme Pp(A) est la colimite 
sequentielle transfinie des P a (A) pour a < (3, definissons alors jip comme la 
reunion des fi a pour a < (3. En outre par propriete universelle de la col- 
imite sequentielle transfinie, il existe un morphisme de Pp(A) vers B qui 
precompose par les morphismes naturels P a {A) — > Pp{A) redonnent les mor- 
phismes preservant le marquage (P a (A), fi a ) — > (B,i>). Par construction ce 
morphisme preserve le marquage et precompose par A — > Pp(A) redonne /, ce 
qui montre l'hypothese de recurrence pour les ordinaux limites. On remarque 
la encore que les morphismes naturels P a (A) — > Pp(A) preservent les mar- 
quages grace a notre definition de /ig. 

Par recurrence transfinie, on a bien montre qu'il existe un marquage naturel 
\i sur P(A) et qu'il existe un morphisme preservant le marquage de P(A) vers 
B qui precompose par le morphisme naturel A — > P(A) redonne /. 

Montrons maintenant par l'absurde que le morphisme preservant le mar- 
quage de P(A) vers B qui precompose par le morphisme naturel A — > P(A) 
redonne / est unique. Supposons qu'il existe deux tels morphismes. Posons 
(3 le plus petit ordinal inferieur ou egal a A pour lequel les precompositions 
de ces morphismes par le morphisme naturel Pp(A) — > P\ (A) sont differentes. 
Notons-les fi, f 2 - Cet ordinal existe bien car l'ensemble des ordinaux verifiant 
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cette propriete est non vide du fait qu'il contient A. Supposons que (3 est un or- 
dinal limite (uniquement si A est un cardinal transfini), alors pour tout a < (3 
les precompositions de fi et f 2 par le morphisme naturel P a (A) — > Pp(A) 
sont des morphismes identiques par minimalite de j3. Mais done par propriete 
universelle de la colimite sequentielle transfinie Pp(A), les morphismes fi et f 2 
sont identiques, ce qui contredit la definition de (3. Supposons alors que (3 n'est 
pas un ordinal limite. Soit f3 est nul, ce qui donnerait que f\ — f 2 — f, ce qui 
est absurde, soit (3 admet un predecesseur. Par minimalite de /3, on sait que 
les precompositions de fi et f 2 par le morphisme naturel Pp_i(A) — > Pp(A) 
sont des morphismes identiques. Comme Pp(A) est la somme amalgamee de 
Pp-i(A) par les diagrammes de Pp-i, regardons ce qui se passe au niveau des 
diagrammes. On remarque en outre que les morphismes fx et f 2 preservent 
le marquage comme composes de morphismes preservant le marquages par le 
morphisme naturel Pp{A) — > P{A) qui preserve le marquage, comme on l'a vu 
dans la premiere partie de la demonstration. Par definition du marquage des 
diagrammes de Pp-i, par rationalite de P et du fait que f\ et / 2 preservent le 
marquage, il vient que les restrictions de /i et f 2 aux buts des fleches de I ap- 
paraissant dans les diagrammes de Pp-i sont identiques et valent le relevement 
marque dans v pour ces fleches. Ainsi par propriete universelle de la somme 
amalgamee Pp(A), il vient que fi et f 2 sont egaux, ce qui contredit la definition 
de (3. 

On a done montre par l'absurde l'unicite de la factorisation de / a travers 

A — ► P(A) par un morphisme preservant le marquage. 

CQFD. 

Apres avoir donne un critere pour qu'un plan d'addition de cellules fac- 
torise de maniere unique a travers un morphisme preservant le marquage les 
morphismes a but I-injectif marque, donnons un exemple de plan verifiant ce 
critere. 

Corollaire 2.6.6 Soit C une categorie cocomplete et I un ensemble de mor- 
phismes de C tel que les I-cofibrations soient des monomorphismes. Tout plan 
d'addition de cellules P obtenu par des compositions rationnelles et dont tous 
les plans simples sont ej \ verifie les proprietes suivantes : 

- pour tout objet A de C, P{A) a un marquage partiel naturel, 

- tout morphisme A — ► B vers un objet I-injectif marque se factorise de 
maniere unique a travers le morphisme naturel A — > P(A) en un morphisme 
preservant le marquage. 

Preuve : 

Comme par la proposition 12.4.81 P est rationnel car obtenu par des composi- 
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tions rationnelles, il suffit de voir qu'a chaque etape les diagrammes n'appa- 
raissent qu'avec la cardinality un, ce qui est bien le cas ici car a chaque etape 
le plan simple n'est autre que e^i. On peut done appliquer le lemme precedent 
a P, ce qui nous donne le result at. 
CQFD. 

En reunissant ce corollaire avec le lemme I2.5.5| on obtient un plan d'ad- 
dition de cellules satisfaisant les proprietes i) et ii) de la I-injectivisation avec 
en prime l'unicite pour i) quand on considere les objets I-injectifs marques. 

Proposition 2.6.7 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C dont les sources sont a-petites pour un certain cardinal 
regulier a et tel que les Q-cofibrations sont des monomorphismes. Soit a' le 
plus petit cardinal regulier superieur a a. 

Notons E$ le plan d 'addition de cellules fonctoriel de longueur a' obtenu par 
des compositions rationnelles et dont tous les plans simples sont e$ ; i. 
Alors, pour tout objet A de A, E<$>{A) est un objet Q-injectif marque et tout 
morphisme f : A —> B dont le but est Q-injectif marque se factorise de 
maniere unique a travers le morphisme naturel A — > E^(A) en un morphisme 
preservant le marquage. 

Preuve : 

Le plan ici note E® n'est autre que le plan E'^ 1 qui d'apres le lemme 12.5.51 
rend I-injectifs les objets auxquels on l'applique. En outre E<p etant obtenu 
par des compositions rationnelles et uniquement compose de plans simples 
e$ i, on peut lui appliquer le corollaire precedent, ce qui termine de montrer 
la proposition. 
CQFD. 

Corollaire 2.6.8 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C dont les sources sont a-petites pour un certain cardinal 
regulier a et tel que les §-cofibrations sont des monomorphismes. Soit a' le 
plus petit cardinal regulier superieur a a. 

Notons E$ le plan d 'addition de cellules fonctoriel de longueur a' obtenu par 
des compositions rationnelles et dont tous les plans simples sont e^i. 
Alors E<$, est un foncteur de C vers Cj_ in j m qui est adjoint a gauche du fonc- 
teur Ouhli, i.e. on a un isomorphisme naturel en A et (B,v) induit par le 
morphisme naturel A — > E^(A) : 

ttom Cl _ injm (E*(A), (B, A)) = Hom c (A Oubli((B, v))) 

Preuve : cela decoule directement de l'unicite de la factorisation par un mor- 
phisme preservant le marquage de tout morphisme a but un objet I-injectif 
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marque. CQFD. 



Comme on l'a vu plus haut, le point fort de cette construction particuliere 
est que si l'on exhibe un plan d'addition de cellules verifiant les proprietes 
i) et ii) de 1'1-injectivisation mais aussi la propriete iii) pour les objets I- 
injectifs, alors notre construction verifiera aussi iii), ce qui en fera un procede 
d'l-injectivisation. 
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2.7 I-injectivisation et equivalence d'objets I- 
injectifs 

Maintenant que Ton a un plan d'addition de cellules Ej fonctoriel, verifiant 
les proprietes i) et ii) de 1'1-injectivisation et qui assure l'unicite de la factori- 
sation du i) pour les objets I-injectifs marques, il ne nous reste plus qu'a 
montrer que Ej verifie la propriete iii), a savoir que pour tout objet A, l'im- 
age par Ej du morphisme naturel A — > Ej(A) est une equivalence d'objets 
I-injectifs, lorsqu'on s'est donne une telle notion. Pour cela on va supposer 
que l'on connait un plan d'addition de cellules fonctoriel P verifiant i) et ii) 
tel que, pour tout objet A I-injectif, le morphisme naturel A — > P(A) est une 
equivalence d'objets I-injectifs. 

Proposition 2.7.1 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C dont les sources sont a-petites pour un certain cardinal 
regulier a et tel que les §-cofibrations soient des monomorphismes . Soit a' 
le plus petit cardinal regulier superieur a a. Considerons sur C une notion 
d 'equivalence d'objets §-injectifs verifiant les proprietes suivantes : 

- pour tout couple (/, g) de morphismes composables entre objets Q-injectifs, 
si parmi f,g,g°f deux morphismes sont des equivalences d'objets Q-injectifs, 
alors le troisieme morphisme aussi, 

- pour tout couple (f,g) de morphismes composables entre objets §-injectifs, si 
la composee go f est I'identite et que la composee fog une equivalence d'objets 
§-injectifs, alors f et g sont des equivalences d'objets Q-injectifs, 

- les isomorphismes entre objets §-injectifs sont des equivalences d'objets <£>- 
injectifs. 

Notons E§ le plan d'addition de cellules fonctoriel de longueur a' obtenu par 
des compositions rationnelles et dont tous les plans simples sont e^ ti . 
Soit P un plan d'addition de cellules de $ fonctoriel verifiant les proprietes 
suivantes : 

- pour tout objet A de C, P{A) est Q-injectif, 

- tout morphisme A — > B dont le but est <&-injectif se factorise a travers le 
morphisme naturel A — > P{A), 

- pour tout objet A §-injectif, le morphisme naturel A — > P(A) est une equi- 
valence d'objets $ -injectifs. 

Alors E<$> est une -injectivisation, c'est-a-dire verifie les proprietes suivantes : 
-i) pour tout objet A de C, E$(A) est <&-injectif, 
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-%%) tout morphisme A — > B dont le but est Q-injectif se factorise a travers le 
morphisme naturel A — > E$(A), 

-iii) pour tout objet A de C, Vintage par E$> du morphisme naturel A — > E$(A) 
est une equivalence d'objets §-injectifs. 

De plus pour tout morphisme f de C entre objets I-injectifs, on aura V equi- 
valence suivante : 

f est une equivalence d'objets Q-injectifs si et seulement si E$(f) Vest. 
Preuve : 

Par propriete du plan P, pour tout objet A de C, P(A) est <3>-injectif. Choisis- 
sons-lui un marquage. II est facile de voir alors que pour la propriete de factori- 
sation par P(A) de tout morphisme de A vers un but $-injectif marque, il ex- 
iste un morphisme marque de P(A) vers B preservant le marquage et realisant 
la factorisation voulue. En effet, P(A) etant une colimite sequentielle transfmie 
de sommes amalgamees de fleches de $, il suffit d'envoyer les fleches marquees 
de P(A) sur celles marquees de B et d'utiliser la propriete de relevement a 
droite de B pour les fleches de $ qui ne porte pas le marquage de P(A). On 
remarque cependant qu'une telle factorisation par un morphisme marque n'est 
pas unique du fait de la presence dans P(A) de fleches de $ ne portant pas le 
marquage. 

La construction E<$> verifie les proprietes i) et ii) de la $-injectivisation par 
la proposition 12.6.71 De plus par cette proposition, tout morphisme a valeur 
dans un objet <3>-injectif marque admet une factorisation marquee unique a 
travers E<p. II ne reste dons plus qu'a montrer iii). Pour cela on va tout d'abord 
comparer les plans P et E$, ce qui nous permettra de montrer que E$ verifie 
lui aussi la troisieme propriete de P. C'est de la que decoulera la propriete iii) 
pour E$>. 

Pour la suite, choisissons un objet A quelconque de C et notons ca le mor- 
phisme naturel de A vers E$(A) et pa le morphisme naturel de A vers P(A). 
Fixons un choix de marquage pour P(A). D'apres ce qui precede, il existe 
un morphisme peA de P(A) vers E$(A) preservant le marquage et tel que 
P^a °Pa = e-A- De plus par propriete de E$(A), il existe un unique morphisme 
epA de E$(A) vers P(A) preservant le marquage et tel que epA ° &a = Pa- 
Considerons l'egalite suivante : peA ° &Pa ° &a — P e A ° Pa = &a- Or par pro- 
priete d'unicite de factorisation marquee par e^, il vient que peA ° epA n'est 
autre que Ic?e $ (a)- Considerons maintenant l'egalite suivante : epA°P^A°PA = 
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ePA &a = Pa- Si A est $-injectif, alors par propriete de P, on a que pa est 
une equivalence d'objets <3>- inject if s. Ici on a que pa et (ep^ o pe^) o p 4 = ^ 
sont des equivalences d'objets $- inject if s. Par la premiere propriete des equi- 
valences d'objets $-injectifs, il vient que epA ° P&A est une equivalence d'ob- 
jets $-injectifs. On a done que peA ° &Pa est une identite et que epA ° P&a est 
une equivalence d'objets $- inject if s. Alors par la seconde propriete des equi- 
valences d'objets $-injectifs, il vient que epA et ptA sont des equivalences d'ob- 
jets $-injectifs, lorsque A est $-injectif. 

Supposons encore que A est <3>-injectif. Considerons l'egalite ep A o e A = p A . 
Deux des trois morphismes sont des equivalences d'objets <3>-injectifs : en effet 
Pa est une equivalence par propriete de P et epA est une equivalence par ce 
qui precede. Par la premiere propriete des equivalences d'objets $-injectifs, il 
vient que le troisieme morphisme e A est une equivalence d'objets $-injectifs. 
Ceci montre que pour tout objet A <£>-injectif, le morphisme naturel : A — > 
E&(A) est une equivalence d'objets <3>-injectifs. 

Supposons maintenant A quelconque. Appliquons la propriete de factori- 
sation par e E ^( A ) a l'identite de E$(A). On obtient un unique morphisme 
r : E$(E§(A)) — > E$(A) preservant le marquage et tel que roeE^A) = IdE#(A)- 
Comme E$(A) est $-injectif, par le resultat precedent, il vient que e^fA) est 
une equivalence d'objets $-injectifs. Comme l'identite en est aussi une, par la 
premiere propriete des equivalences d'objets $-injectifs, on obtient que r est 
une equivalence d'objets <3>-injectifs. Considerons alors le diagramme commu- 
tatif suivant : 

A - E*(A) — ^* E*(A) 




E»(A) — — ► E*(E*(A)) 
&<s>{e a) 

Par ce diagramme, on obtient l'egalite suivante : r o E^(ba) 6 a — to &e^{A) 
e A = Ido e A = e A . Par unicite de la factorisation marquee par e A , il vient que 
roEq,(eA) n'est autre que l'identite de E$(A). Or l'identite et r sont des equi- 
valences d'objets <3>-injectifs, done, toujours par la premiere propriete des equi- 
valences d'objets $-injectifs, on a bien que E$(e A ) est une equivalence d'ob- 
jets $-injectifs. Ceci montre la propriete iii) de la <£>-injectivisation pour E<&. 
Comme E$ a deja les proprietes i) et ii), on a done montre que E§ est bien 
une <3>-injectivisation. 
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Pour terminer, considerons un morphisme / : A — > B quelconque entre 
objets <3>-injectifs. On a alors le diagramme commutatif suivant : 



/ 



B 



eB 



EM) 



Comme A et B sont $-injectifs, par ce qui precede, on a que les morphismes 
eA et es sont des equivalences d'objets <3>- inject if s. En appliquant a ce dia- 
gramme la premiere propriete des equivalences d'objets $-injectifs, il vient 
que / est une equivalence d'objets <3>-injectifs si et seulement si E$(f) Test, 
ce qui montre le dernier resultat de la proposition. 
CQFD. 



Au passage, on remarque lors de cette demonstration l'utilite de l'unicite 
de la factorisation du plan E$. En effet, dans la demonstration, on montre 
d'abord que E§ verifie que pour tout objet <3>-injectif A, le morphisme naturel 
ca '■ A — > E$(A) est une equivalence d'objets $-injectifs. A ce moment-la, Eq> 
et P ont alors les memes proprietes a l'exception de l'unicite de la factorisation. 
Or c'est precisement grace a cette derniere propriete que Ton montre que E^ 
verifie iii). 

En outre la derniere propriete de la proposition nous permet d'etendre la 
notion d'equivalence pour les objets $-injectifs aux objets quelconques. 

Corollaire 2.7.2 Sous les hypotheses de la proposition precedente, definissons 
une notion de ^-equivalence comme suit : 

un morphisme f quelconque de C est une ^-equivalence si E$(f) est une equi- 
valence d'objets Q-injectifs. 

Alors ces $- equivalences verifient les proprietes suivantes : 

- pour tout couple de morphismes composables (f,g), si parmi f,g,gof deux 
morphismes sont des ^-equivalences, alors le morphisme restant aussi. On 
appellera cette propriete de la ^-equivalence la propriete du "trois pour deux" . 

- pour tout couple de morphismes composables (f,g), si f o g est Videntite et 
g o f une $- equivalence, alors f et g sont des $- equivalences. 

- les isomorphismes de C sont des $- equivalences. 
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- pour les morphismes d'objets $>-injectifs, les notions de $- equivalence et 
d' equivalence d'objets Q-injectifs se confondent. 

Preuve : 

Soient f et g deux morphismes composables. Supposons que parmi f,g,gof 
deux morphismes sont des ^-equivalences, ceci signifie que parmi E$(f), E${g) 
et E$(g)oE$(f) les deux morphismes correspondant sont des equivalences d'ob- 
jets $-injectifs. Or par propriete de l'equivalence d'objets $-injectifs, ceci nous 
donne que le troisieme morphisme est une equivalence d'objets $-injectifs, 
done que le troisieme morphisme parmi f,g,gof est une ^-equivalence. 
Si cette fois fog est l'identite et gof est une ^-equivalence, alors comme E$> est 
un foncteur, E§(f)oE<$>(g) est l'identite et E$(g)oE$(f) une equivalence d'ob- 
jets $-injectifs. Or par propriete de l'equivalence d'objets $-injectifs, ceci nous 
donne que E$(f) et E$(g) sont des equivalences d'objets $- inject if s, done que 
f et g sont des ^-equivalences. 

Soit / un isomorphisme de C. Comme E$ est un foncteur rendant $-injectif, 
alors E$(f) est un isomorphisme entre objets <3>-injectifs. Par la troisieme pro- 
priete verifiee par les equivalences d'objets $-injectifs, il vient que E$(f) est 
une equivalence d'objets $- inject if s, done que / est une "^-equivalence. 
La proposition 12.7.11 montre que, pour tout morphisme / entre objets $- 
injectifs, / est une equivalence d'objets $-injectifs si et seulement si E$(f) 
Vest, e'est-a-dire si et seulement si / est une "^-equivalence. Ainsi pour les mor- 
phismes d'objets $-injectifs, les notions de ^-equivalence et d'equivalence d'ob- 
jets $-injectifs sont confondues. 
CQFD. 

Comme pour la categorisation, un des avantages de 1'1-injectivisation est 
de pouvoir definir des sortes de colimites pour les objets I-injectifs. II est 
alors interessant de pouvoir comparer la colimite des I-injectivises avec la I- 
injectivisation de la colimite. Dans les deux cas, il s'agit toujours de plans 
d'addition de cellules. Ainsi, il serait utile de pouvoir comparer les plans d'ad- 
dition de cellules entre eux, ce que nous allons faire dans les sections suivantes, 
par l'intermediaire de la notion de rationalisation de plans d'addition de cel- 
lules. 
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2.8 Rationalisation des plans d'addition de cel- 
lules 



Comme la notion de plan rationnel permet de mieux comprendre l'operation 
d'addition finie ou infinie de cellules, on va montrer que l'on peut reduire tout 
plan d'addition a un plan rationnel, ce qui nous permettra de mieux le manip- 
uler. Pour cela nous avons besoin d'un lemme technique sur la commutativite 
des colimites sequentielles transfinies avec les sommes amalgamees. 

Lemme 2.8.1 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de mor- 
phismes de C. Soient X un cardinal transfini et A = colim p K \ (A/3) une X- 
sequence d'objets de C. Soit P un plan simple sur A dont tous les diagrammes 
se factorisent par Vun des A/3. Pour tout f3 < X, notons Pp le plan simple 
defini ainsi : un diagramme D de P est dans Pp si et seulement si (3 est le 
plus petit indice tel que d se factorise par A/3. Et notons P </3 le plan simple 
reunion des plans simples P a pour a < (3. 
Posons maintenant A' Q = A et, pour tout (5 < X, posons : 

4 = ^ II f II LKA 

UneP <0 U aD S* D \DeP <0 a D J 

On a alors Vegalite suivante : 

I colim A g ) II ( II II B 4>D J = colim 4 
V ^ <A / U DeP U aD s* D \DeP aD J 

Preuve : 

En utilisant les proprietes universelles des sommes amalgamees, des coproduits 
et des colimites sequentielles transfinies, on exhibe un unique morphisme de 
la somme amalgamee vers la colimite et un unique morphisme de la colimite 
vers la somme amalgamee. Toujours en utilisant les proprietes universelles, on 
montre que ces morphismes sont inverses l'un de l'autre. 
CQFD. 

Proposition 2.8.2 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C tel que les Q-cofibrations sont des monomorphismes. Alors 
tout plan d'addition de cellules fini ou infini est rationnalisable dans le sens 
suivant. Soient X un objet de C et P un plan quelconque sur X. Notons 
(Xp)p<\ sa suite associee. Alors il existe un plan rationnel Q. sur X, dont 
la suite associee sera notee (Zp)p<\ et, pour tout f3 < X, des morphismes 
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dans C de Xp vers Zp tels que le morphisme entre P.{X) et Q.(X) soit un 
isomorphisme et que le diagramme suivant soit commutatif : 

X = X - . . . Xp . . . ► X x = P(X) 



X = Z ► . . . ► Zp ► . . . ► Z x = Q.(X) 

Preuve : 

Soit A un cardinal transflni quelconque. Montrons que tout plan de longueur 
inferieure ou egale a A est rationnalisable en un plan a compositions ra- 
tionnelles, par recurrence transfinie sur la longueur du plan. En effet comme 
par hypothese les $-cofibrations sont des monomorphismes, par la proposi- 
tion les plans a compositions rationnelles sont des plans rationnels. On 
va done montrer la proposition dans le cas plus fort des plans a compositions 
rationnelles. Si le plan est a un pas alors il est necessairement a composition 
rationnelle car non constitue de composition de plans simples. 
Supposons la proposition vraie pour tout plan a ft pas ou ft < A est un or- 
dinal quelconque. Soit P un plan sur X a ft + 1 pas. Notons (X a ) a <p +1 la 
ft + 1-sequence associee. Par definition de plan d'addition, on a que P.(X) 
est la somme amalgamee de Xp par un coproduit de cellules indexe par Pp. 
Or Xp est le resultat d'un plan a ft pas done, par hypothese, il existe un 
plan a composition rationnelle a ft pas Q,, dont la /3-sequence associee sera 
notee (Z a ) a <p, et, pour tout a < ft, des morphismes de X 

a vers Z a dans X j C 

tel que celui entre Xp et Q.(X) est un isomorphisme. Avec les notations du 
lemme precedent, il vient que la somme amalgamee de Xp par un coproduit 

de cellules indexe par (^Ppj est isomorphe dans Xj C a la somme amalgamee 

de Zp par un coproduit de cellules indexe par P', extension de (Pp\ P ar 

l'isomorphisme de Xp a Zp. L'existence de morphismes de X a vers Z a assure 
que les diagrammes de P' se factorisent par les Z a pour a < ft. Par le lemme 
precedent, cette somme amalgamee est isomorphe dans X/C a une colimite 
sequentielle transfinie de Z' a . Par definition, Z' a+l est la somme amalgamee de 
Z a+ \ par un coproduit de cellules indexe par P' <a +i- ^ r Za+i est lui-meme la 
somme amalgamee de Z a par un coproduit de cellules indexe par Q Q . Done 
Z' a+l est la somme amalgamee de Z a par un coproduit de cellules indexe par 
P' <a+ i et Q a . Comme la somme amalgamee de Z a par un coproduit de cellules 
indexe par P' <a n'est autre que Z' a , il vient que Z' a+1 est la somme amalgamee 
de Z' a par un coproduit de cellules indexe par P' a et Q a . Posons done Q' a le 
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plan simple reunion de P' a et Q a . On vient done de montrer que la suite des 
Q' a n'est autre que le plan associe a la /5-sequence des Z' a . 

Montrons que pour tout a < (3 les diagrammes de Q' a ne se factorisent pas 
par Z!y, pour 7 < a. Soit D un diagramme de Q' a qui se factorise par Z'^, avec 
7 < a, comme en outre ce diagramme a valeur dans Z a , alors il se factorise 
par le produit fibre de Zl f par Z a sur Z' a qui n'est autre que Z 1 . Or si D 
est un diagramme de Q a , comme Q, est un plan a compositions rationnelles, 
alors 7 n'est autre que a et si D est dans P' a , par definition meme de P' a , 
on a done 7 egal a a. Ceci montre que la suite des Q' a forme un plan sur 
X dont toutes les compositions sont rationnelles. En outre on a montre qu'il 
est isomorphe dans X/C a la somme amalgamee de Xp par un coproduit de 



cellules indexe par ( Pp ) et muni de morphismes de X a vers Z' a , pour tout 



a < (3. On termine en posant : Q'p est l'extension par cet isomorphisme de 

(PpJ e t la somme amalgamee de Z'p par un coproduit de cellules indexe 

par Q'p. Par un argument similaire a ce qui precede en utilisant la definition 

de {^Pf^ > 011 montre que les diagrammes de Q'p ne se factorisent pas par Z'^, 

avec 7 < f3, ainsi le plan Q[ a (5 + 1 pas est a compositions rationnelles. En 
outre comme la somme amalgamee de Xp par un coproduit de cellules, indexe 

par (yPj^j , e t Zp sont isomorphes dans X/C, il vient que P.(X) et la somme 

amalgamee de Z'p par Q'p sont isomorphes dans X/C. On a done montre que 
P a pour rationalisation le plan a compositions rationnelles Q', i.e. que P est 
rationnalisable. 

Supposons la proposition vraie pour tout plan d'addition de cellules de 
longueur strictement inferieure a (3, pour f3 < A ordinal limite. Soit P un 
plan sur X k j3 pas. Notons (I,,)^ la /3-sequence associee. Par definition 
de plan infini, on a que P(-X") est la colimite des X a pour a < (3. Con- 
struisons par recurrence transfinie sur a < (3 une suite de couples de plans 
infinis (Q a ,., P a ,.)a<@ dont les sequences associees sont notees respectivement 
(Z Q)7 ) 7 < Q et (X a ^) 1>a verifiant les proprietes suivantes : les plans Q a> , sont 
a compositions rationnelles, ces couples de plans sont munis de morphismes 
entre eux dans X/C, ceux de X 7iQ vers Z a a et ceux de X 7 /3 vers X a $, pour 
tout 7 < a, sont des isomorphismes. 

Pour a nul, Q a ^ sera un plan vide et P a>m le plan P. Supposons construits 




80 



ces couples jusqu'au rang a, alors le plan compose P a>a o Q a est un plan a 
a + 1 pas. Comme a < j3 et que (5 est un ordinal limite, par hypothese de 
recurrence, la proposition s'applique. Notons alors Q a +i,. le plan a composi- 
tions rationnelles rationalisation de P a> a°Qa,., cette rationalisation vient avec 
des morphismes dans X/C entre la sequence de P a>a o Q a et celle de Q a +i,. 
tels que celui de X a>a+ i vers Z a+ i^ a+ i est un isomorphisme. On pose alors 
Pa+i,. l'extension de P a ,.+i par cet isomorphisme. On obtient done bien que le 
morphisme entre P a ,.°Qa,.{X) et P a +i,. ° Qa+i,. (X) est un isomorphisme. Sup- 
posons ces plans construits pour tout 7 < a, ordinal limite. Alors on definit 
Q a ,-y comme la reunion des plans Qs n pour tout 7 < 5 < a et Z an comme la 
colimite sequentielle transfinie des pour tout 7 < 5 < a. II est facile de 
voir d'une part que, par un resultat similaire a celui du lemme precedent, Q a ^ 
est bien le plan infini associe a la suite des {Z a ^) 1<a et d'autre part que, par 
intervertion des colimites, le Z a ^ a ainsi obtenu est isomorphe dans X/C a tous 
les X 7)Q , pour 7 < a. La compatibility de ces isomorphismes entraine que les 
extensions par ces isomorphismes des plans P 7i . +a _ 7 donnent lieu a un unique 
plan que Ton notera P a>m . On a done les morphismes des X 7 /3 vers X a ^ sont 
des isomorphismes. Enfin le plan Q a; est bien a compositions rationnelles car 
un diagramme de Q a ^ ne peut pas se factoriser par un Z at y, avec 7' < 7 < a, 
car il appartient en fait a l'un des Qs,j, pour un certain 5 < a, et done s'il 
se factorise par Z a;1 >, il se factoriserait aussi par Z^y, ce qui contredirait la 
rationalite des compositions du plan . On a done bien le resultat cherche 
par recurrence transfinie sur a < f3. 



cette suite de plans simples et Z 1 la colimite de la /9-sequence des Z aa . II 
est facile de voir, en utilisant un resultat similaire au lemme precedent, que 
la suite des Q 1 forme un plan infini dont (Z 7 ) 7 < / 3 est la /9-sequence associee, 
ou Z° note la colimite de la /^-sequence. Nous allons done montrer que d'une 
part le plan infini des Q 1 est a compositions rationnelles et qu'il existe un 
isomorphisme dans X/C entre P.(X) et Zp. 

Soient 7 < (3 un ordinal et D un diagramme de Q 1 tel que d se factorise par 
un Z 1 , avec 7' < 7. Comme Q 1 est une reunion de plans simples, il existe un 
ordinal a tel que D so it en fait un diagramme de Q a ^. Done d a pour but 
Z an . Or comme d se factorise par Z 7 , alors d se factorise par Z aj y. Or D est 
un diagramme de Q Qj7 et par hypothese Q Qj . est a compositions rationnelles 




/3-sequence d'objets ( Z an ) . Posons Q 1 le plan simple reunion de 
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done 7' est egal a 7. Ceci montre que le plan infini des Q 1 est a compositions 
rationnelles. 

Par intervertion des colimites, on a que la colimite des X a ^ pour a < (5 n'est 
autre que celle des Z 7 pour 7 < (3. Or le morphisme de Xp dans cette colimite 
est une colimite sequentielle transfinie d'isomorphismes par construction, done 
on a bien que le morphisme dans X/C de Xp vers Z@ est un isomorphisme. 
Done le plan P a (5 pas est bien rationnalisable. Done par recurrence trans- 
finie sur j3 < A, on a bien montre que tout plan infini d'au plus A pas est 
rationnalisable. 
CQFD. 

II est interessant mais aussi utile pour la suite d'enoncer un corollaire, 
tire directement de la demonstration de rationalisation des plans d'addition 
de cellules, qui donne une construction explicite de rationalisation des plans 
d'addition infinie de cellules. 

Corollaire 2.8.3 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C tel que les §-cofibrations sont des monomorphismes. Soient 
X un objet de C et P un plan quelconque sur X . Notons {Xp)p<\ sa suite 
associee. Alors il possede comme rationalisation le plan a compositions ra- 
tionnelles Q, sur X , dont la suite associee sera notee {Zp)p<\, defini de la 
maniere suivante. 

Pour tout couple d'ordinaux a,j3 inferieur a \, notons (P a )/3 V ensemble des 
couples (D f , a D i) tel que D' se factorise par Zp mais pas par Z 7 pour 7 < (3, 
oil les D' sont les extensions par X a — > Z a des diagrammes D de P a et ou 
olb 1 est la cardinality de D dans P a . 

On definit alors Qp comme la colimite des plans (P a )p pour a < A. 

Preuve : C'est le plan a compositions rationnelles associe a P construit par 
recurrence transfinie dans la demonstration de la proposition precedente. CQFD 

Cette notion de rationalisation des plans d'addition de cellules nous perme- 
ttra de comparer les plans d'addition de cellules, car il decoule de la proposition 
de rationalisation des plans d'addition de cellules que deux plans d'addition 
de cellules sont isomorphes si et seulement si leurs rationalisations le sont. 
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2.9 Plan rationnel HCat 



Dans cette partie, nous allons construire un plan d'addition de cellules 
rationnel HCat\ qui sera le modele de certains plans d'addition de cellules 
rationnels. En fait, il s'agit d'un plan du type E'^ x au sens du lemme 12.5.51 
mais dont le nombre d'exemplaires d'une meme cellule qu'il rajoute a chaque 
fois n'est autre que le cardinal de sa longueur. Un tel plan d'addition de cellules 
a la bonne propriete que compose avec un de ses sous-plans, il donne un 
nouveau plan equivalent a lui-meme. Donnons d'abord sa definition explicite. 

Definition 2.9.1 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C. Soit X un ordinal transfini limite. On definit HCat\ par 
recurrence transfinie. Posons e° x le plan a un pas e$ t card(\)- Supposons con- 
struit le plan e x , pour {3 < X, alors on pose e x +1 = e^^ardix) * ef . Supposons 
construits les plans pour tout a < (3 avec (3 cardinal limite, on definit alors 
le plan e x comme colimite des e", pour a < (3. Ainsi par recurrence transfinie, 
on a done defini pour tout (3 < A les plans e x . 

On definit done le plan HCatx comme colimite des e x pour (3 < A. Par 
definition meme, HCat\ est un plan a compositions rationnelles, et done un 
plan rationnel si les §-cofibrations sont des monomorphismes par proposi- 
tionWJ^ 

Ces plans rationnels d'addition de cellules HCat\ sont differents unique- 
ment en fonction de leur longueur. Toutefois pour certaines longueurs, ces 
plans d'addition de cellules sont quand meme identiques. 

Lemme 2.9.2 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de mor- 
phismes de C dont les sources sont [i-petites, pour un certain ordinal fi. Soit A 
un ordinal transfini limite dont le cardinal est superieur a fi. Alors pour tout 
ordinal limite A' ayant meme cardinality que X, on a un isomorphisme dans 
X/C entre HCat x et HCat x , 

Preuve : 

On remarque tout d'abord que, par definition de composition rationnelle, si un 
plan est vide alors les seuls plans composables rationnellement avec lui sont 
egalement vides. On remarque aussi que les deux plans HCat\ et HCaty 
ne different que par leur longueur. Comparons les au plan HCat Car d x qui ne 
differe des deux autres lui aussi que par sa longueur. On remarque qu'a l'etape 
Card(X) des trois plans HCat(X), par petitesse des sources des morphismes 
de $, tous les diagrammes de $ a valeur dans Xc a rd{\) se f actor isent par des 
Xp pour (3 < Card(X). Ceci entraine que le plan simple des trois HCat(X) 
au niveau Card(X) est vide et done de meme pour les suivants, ce qui montre 
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que les plans HCat\ et HCaty sont isomorphes au plan HCat Car d(\)- 
CQFD. 

Avant de voir les proprietes de stabilite de notre plan rationnel d'addition 
de cellules HCat vis-a-vis de ses sous-plans, definissons ce que Ton entend par 
sous-plan d'un plan d'addition de cellules. 

Definition 2.9.3 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C tel que les §-cofibrations sont des monomorphismes. Soient 
X un objet de C et P et R des plans d'addition de cellules sur X non 
necessairement de meme longueur. Notons Xp la j3-ieme etape du plan P 
applique a X . 

On dit que le plan P est un sous-plan de P. si : 

- pour tout (3, il existe un monomorphisme de Xp vers R(X) faisant commuter 
le diagramme suivant : 

X ► R(X) 




Notons alors P'p (respectivement R'^) les extensions a R(X) des plans simples 
P/3 (respectivement R 1 ). 

- la reunion des P'^ est un sous-ensemble de la reunion des R'^. 

Cette definition quelque peu compliquee de sous-plan traduit le fait que 
l'on considere comme sous-plan d'un plan d'addition de cellules donne P. 
tout plan prenant dans un ordre quelconque et avec un cardinal plus petit 
certaines des cellules du plan P.. Cependant la longueur du sous-plan peut 
etre plus grande que la longueur du plan mais il ne faut pas que le sous-plan 
ajoute plus de cellules que le plan P. ou qu'il ajoute des cellules differentes. 
Un moyen simple de verifier cela est de regarder les extensions des cellules 
a R(X) et de comparer alors l'ensemble des cellules a rajouter du sous-plan 
avec celui de P.. Montrons maintenant la stabilite des plans de type HCat\ 
par rapport a leurs sous-plan. 

Proposition 2.9.4 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C dont les sources sont v-petites, pour un certain ordinal v , et 
tel que les $-cofibrations sont des monomorphismes. Soient A un ordinal limite 
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transfini dont le cardinal est superieur a celui de v et P un sous-plan a com- 
positions rationnelles de HCat\ de longueur \i tel que Card(fi) < Card(X). 
Alors le plan compose HCat\ o P se rationalise en HCat\. 

Preuve : 

Afin de simplifier les notations, notons (Xp)p <fl+ \ la /i + A-sequence associee a 
HCat\oP , notons {ep)p <lx les plans simples composant P et (e^^^+A ceux 
composant HCat\. Notons enfin Q la rationalisation de HCat\ o P obtenue 
par le corollaire 12.8.31 et (Zp)p <fl+ \ sa /i + A-sequence associee. 
Montrons dans un premier temps que Qp est isomorphe a la /3-ieme etape de 
HCat^ + \. Notons done A, respectivement B, leurs ensembles sous-jacents des 
diagrammes. Comme pour tout a < fi + A, les diagrammes de (e a )p sont des 
diagrammes de $ a valeur dans Zp ne se factorisant pas par Z$ pour 5 < j3, 
on a bien l'inclusion de A dans B. Soit D un diagramme quelconque de $ a 
valeur dans Zp ne se factorisant pas par Z$ pour 5 < (3. On peut done etendre 
D a Z^ + x qui est isomorphe a X^ + \. Comme par hypothese, les sources des 
morphismes de <£> est z/-petites et que A est un ordinal limite superieur a z/, 
l'extension de D k X^ + \ se factorise par un certain X 7 , avec 7 minimal. Or, si 
7 7^ /i, e 7 contient tous les diagrammes de $ a valeur dans X 1 ne se factorisant 
pas par X$ pour 5 < 7 et done en particulier l'extension de D a X^ + \. Et 
si 7 = fi, alors comme contient tous les diagrammes de $ a valeur dans 
X^, il contient en particulier l'extension de D. Ceci montre bien dans les deux 
cas que D appartient a (e 7 )/3 done a Qp. Et done les ensembles A et B sont 
isomorphes. 

Pour avoir l'isomorphisme entre Qp et la /3-ieme etape de HCat^x, il suffit 
done de montrer que tous les diagrammes ont dans Qp le cardinal Card([i + 
A) = Card(X). 

Soit D un diagramme de Qp, done il appartient a un certain (e a )p, avec a 
minimal. II est done l'extension d'un diagramme D' de $ a valeur dans X a . 
Considerons deux cas. 

Si a < fi, comme P est a compositions rationnelles, D' n'apparait dans P 
qu'a l'etape a. Or a l'etape \i du plan compose, on s'autorise a reprendre des 
diagrammes existants, done D' apparait aussi dans e M mais il n'apparait plus 
au-dela par rationalite des compositions de HCat\. Or le cardinal associe a 
D' dans e M est Card(X) et celui dans e a est inferieur a Card(X) car P est un 
sous-plan de HCat\. Ainsi le cardinal associe a D dans Qp est bien Card(X). 
Si a > fi, comme a est minimal, cela signifie que D' ne se factorise pas par 
A 7 pour 7 < a. De plus comme HCat\ est a compositions rationnelles, D' 
n'apparait pas dans les e 7 pour 7 > a. Done D' n'apparait que dans e a ou son 
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cardinal est Card(X). Ainsi le cardinal associe a D dans Qp est bien Card(X). 
Done dans les deux cas, le cardinal associe a D dans Qp est bien Card(X), ce 
qui montre que Qp est isomorphe a la /3-ieme etape de HCat^ + \, pour tout 
j3 < // + X. II s'en deduit que Q, est isomorphe a HCat^+x dans X/C. 

On conclut en remarquant que comme les sources des morphismes de $ sont 
z/-petites, que A est un ordinal limite dont le cardinal est superieur a celui de 
v et que Card(fjL + A) = Card(X) par hypothese, le lemme YI. 9 .21 nous donne 
un isomorphisme dans X/C entre HCat^ + \ et HCat\. Ceci montre bien que 
HCat\ est la rationalisation de HCat\ o P . 
CQFD. 

Bien evidemment ce resultat est interessant pour le plan HCat mais ce 
resultat est en fait plus general qu'il n'y parait. En effet tout plan d'addition 
de cellules dont la rationalisation est de la forme HCat verifie aussi un tel 
resultat de stabilite vis-a-vis de ses sous-plans. C'est ce que Ton va enoncer 
dans le corollaire suivant. 

Corollaire 2.9.5 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C dont les sources sont v-petites, pour un certain ordinal v, et 
tel que les Q-cofibrations sont des monomorphismes. Soient X un ordinal lim- 
ite transfini dont le cardinal est superieur a celui de v, R. un plan infini dont 
la rationalisation est HCat\ et P_ un sous-plan de R, de longueur fi tel que 
Card(fi) < Card(X). Alors le plan compose i? o P se rationalise en HCat\. 
On en deduit done que, sous ces hypotheses, le plan compose R. o P et le plan 
R sont isomorphes dans X/C car Us ont meme rationalisation. 

Preuve : 

Comme tout plan se rationalise en plan a compositions rationnelles, il vient 
que P est isomorphe dans X/C a un plan a compositions rationnelles P' de 
meme longueur //. En outre comme P est un sous-plan de P., c'est aussi un 
sous-plan de sa rationalisation HCat\ et done la rationalisation P[ de P est 
bien un sous-plan de HCat x . D'ou il vient que le plan compose P. o P est iso- 
morphe dans X/C au plan compose HCat\ oP' qui verifie bien les hypotheses 
de la proposition precedente, ce qui permet ainsi de conclure. 
CQFD. 

Grace a ce corollaire, on obtient le resultat fondamental suivant : pour 
tout plan infini d'addition de cellules dont la rationalisation est un HCat, on 
peut faire d'abord une partie (eventuellement tout) du plan puis faire ensuite 
le plan tout entier sur ce que l'on a obtenu et on aboutit au final a la meme 
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chose que si Ton avait fait directement tout le plan des le debut. 

Nous allons voir des consequences de ce resultat pour les plans d'addition de 

cellules que nous utiliserons dans la suite de cette these pour les C-precate- 

gories. 
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2.10 Exemples particuliers de plans d'addi- 
tion de cellules a usage pour les C-precate- 
gories 

Dans cette partie nous allons nous interesser aux plans d'addition de cel- 
lules qui formalisent ceux qui interviennent dans la construction Bigcat des 
C-precategories. En effet, nous avons deja construit toute une machinerie pour 
la categorisation. Mais on a vu que pour avoir l'invariance d'homotopie par 
categorisation, il nous fallait exhiber un autre procede de categorisation ayant 
la propriete de preserver le type d'homotopie des C-categories. C'est ce que 
fera Bigcat. L'idee de cette construction peut s'exprimer en termes de plans 
d'addition de cellules de la maniere suivante. On a une partition de l'ensemble 
des cellules <3>. Pour certains groupements des elements de la partition qu'on 
notera $, on a un plan d'addition de cellules qui a pour vocation de verifier 
la propriete iii) pour les objets $-injectifs tout en etant une etape de la 
injectivisation. On construit alors un nouveau plan d'addition qui combine ces 
plans d'addition de cellules pour chaque groupement ayant cette propriete. Ce 
nouveau plan aura alors les proprietes voulues. Donnons les formalisations de 
ces plans d'addition de cellules. 

Definition 2.10.1 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C. Soient \1> un sous- ensemble de $ et A un ordinal transfini 
limite. Soit Raj^ un sous-plan (done fonctoriel) de e^ t \. On definit Cat^^x 
par recurrence transfinie. Posons Cat\ x le plan simple e^i. Supposons con- 
struit le plan Cat% x , pour (3 < \, alors on pose Cat^ + X = Rajq, o Cat% x . 
Supposons construits les plans Cat% x pour tout a < f3 avec f3 cardinal limite, 
on definit alors le plan Cat^ A comme colimite des Cat% x , pour a < (3. Ainsi 
par recurrence transfinie, on a done defini pour tout (3 < A les plans Cat^ x . 

On definit done le plan Cat^ : \ comme colimite des Cat^ x pour (3 < A. En 
general, Cat^ t \ n'est pas un plan rationnel. 

II est important de remarquer que si le plan d'addition de cellules Cat^^x 
commence par un plan simple tel e^i qui prend en compte toutes les fleches 
de il peut se poursuivre par des plans simples qui ne prennent pas toutes 
les fleches de \& et qu'on a appeles Raj^. 

Definition 2.10.2 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C. Soit ($fc)iex une partition de $. Donnons nous une fonction 
t d'un ordinal limite T quelconque vers l'ensemble des parties de K telle que, 
pour tout k dans K, on ait les proprietes suivantes : 
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- pour tout ordinal r < T, il existe un ordinal t < r' < T tel que t(r') 
contienne k, 

- le cardinal de V ensemble t~ x {k) est egal au cardinal de T. 

On definit BCat{t) comme le plan d 'addition de cellules suivant Vordre t qui 
pour tout ordinal t < T a pour plan d 1 addition de cellules CWu feet(r) $ fe ,T- Le 
plan BCat(t) est de longueur T 2 et, en general, ce n'est pas un plan rationnel. 

Tout d'abord verifions que ces plans d'addition de cellules ont bien les 
proprietes attendues. 

Lemme 2.10.3 SoientC une categorie cocomplete et $ un ensemble de mor- 
phismes de C. Soient (§k)keK une partition de $ et a un cardinal regulier 
pour lequel les sources des fleches de $ sont a-petites. 

Donnons nous une fonction t d'un ordinal limite T de cardinal un cardinal 
regulier strictement superieur a a vers V ensemble des parties de K telle que, 
pour tout k dans K , on ait les proprietes suivantes : 

- pour tout ordinal r < T , il existe un ordinal r < r' < T tel que t(r) contienne 
k, 

- le cardinal de V ensemble £ _1 (A:) est egal au cardinal de T . 

Alors le plan d'addition de cellules BCat(t) verifie les proprietes suivantes : 

- pour tout objet A de C, BCat(t)(A) est Q-injectif, 

- tout morphisme A —> B de C a but Q-injectif se factorise par le morphisme 
naturel A -> BCat(t)(A). 

Preuve : 

Le morphisme naturel A — > BCat(t) se construit comme colimite sequentielle 
transfmie de sommes amalgamees de fleches de done e'est une $-cofibration. 
Ainsi le morphisme naturel A — > BCat(t) a la propriete de relevement a 
gauche par rapport aux objets $-injectifs, ce qui montre la deuxieme pro- 
priete. 

Pour la premiere propriete, on va montrer que BCat(t) verifie les hypotheses 
du corollaire l2.5.41 On remarque tout d'abord que par hypothese sur t, la fonc- 
tion t verifie bien les hypotheses du lemme. En outre a chaque etape r < T, 
on applique de maniere simple un plan du type Cat^ } T qui par definition com- 
mence avec le plan simple e^i. Or ce dernier contient tous les diagrammes 
obtenus a partir de oil ici \1/ n'est autre que la reunion des $^ pour k 
decrivant t{r). Ainsi BCat(t) verifie bien les hypotheses du corollaire 12.5.41 
ce qui montre la premiere propriete. 
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CQFD. 



En plus de formaliser le plan Bigcat qui categorise tout en preservant 
l'liomotopie des C-categories, les plans de type BCat(t) ont la propriete de se 
rationaliser en HCat, ce qui aura pour consequence de les rendre stables par 
precomposition avec un de leurs sous-plans. 

Proposition 2.10.4 SoientC une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C dont les sources sont fi-petites, pour un certain cardinal 
fi, et tel que les &-cofibrations sont des monomorphismes. Soit (&k)i£K une 
partition de $. Soient T un ordinal transfini limite dont le cardinal est un 
cardinal regulier strictement superieur a \i ett : T — > V(K) une fonction telle 
que, pour tout k dans K, on ait les proprietes suivantes : 

- pour tout ordinal r < T , il existe un ordinal r < r' < T tel que t(r) contienne 
k, 

- le cardinal de V ensemble est egal au cardinal de T. 

Alors le plan infini BCat(t) a pour rationalisation HCat^. 
Preuve : 

D'apres le corollaire l2.8.3l BCat(t), dont la suite associee sera notee (Xp)p< T 2, 
a pour rationalisation le plan Q dont la suite associee sera notee (Z /3 ) /3 < T 2 et 
tel que Qp est la colimite des plans (BCat a )p, oil (BCat a )p est l'ensemble des 
couples (D', old 1 ) tel que D' se factorise par Zp mais pas par Z 1 pour 7 < /3, 
oil les D' sont les extensions par X Q — > Z a des diagrammes D de BCat(t) a et 
oil old* est la cardinality de D dans BCat(t) a . 

Montrons que, pour tout (3 < T 2 , Qp est isomorphe a la /5-ieme etape de 
HCat T 2 dans X/C. Pour cela, explicitons Qp. On remarque tout de suite que, 
par definition, (BCat a )p est vide pour a < (3. Prenons sur T 2 l'ordre lexi- 
cographique, la premiere coordonnee representant la source de t. On remarque 
que si a = (7,7') > /3, BCat(t) a n'est autre qu'un sous-plan de e Ufegt( -.^ k) x- 
Ainsi dans ce cas, (BCat a )p est l'ensemble des couples (D', 1) tel que D' se 
factorise par Zp mais pas par Z& pour 5 < /3, oil les D' sont les extensions 
par X a — > Z a des diagrammes D de Ufc gi ( 7 )$fc pris a l'etape BCat(t) a . Ainsi 
l'ensemble sous-jacent des diagrammes de Qp, ensemble qu'on notera A, est 
un ensemble de diagrammes de $ a valeur dans Zp mais pas dans Z$, pour 
5 < P, done un sous-ensemble de l'ensemble B de tous les diagrammes de $ a 
valeur dans Zp mais pas dans Z$, pour 5 < (3. 
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Montrons qu'en fait A et B sont en bijection. Considerons done un dia- 
gramme D quelconque de $ a valeur dans Zp mais ne se factorisant pas par 
Zg, pour 5 < p. Alors le diagramme D peut s'etendre a Z T 2 qui est isomor- 
phe a BCat(t)(X) = X T 2. Or par hypothese, les sources des morphismes de 
$ sont /i-petites et T est un ordinal limite de cardinal un cardinal regulier 
strictement superieur a //, alors il existe a < T 2 tel que l'extension de D a 
X T 2 se factorise par X a . Comme $ admet une partition en <3>fc pour k G K, 
il existe un k G K tel que D so it un diagramme de En outre on peut 
ecrire a sous la forme (7,7')- Or par hypothese sur t, il existe 7 < e < T 
tel que i(e) contienne fc. Considerons alors BCat(t)ua\, ce plan etant de la 
forme e^i contient tous les diagrammes de a valeur dans -X"( e ,o) done en 
particulier ceux a valeur dans X a , car a < (e, 0) par ordre lexicographique, 
et par consequent ce plan contient l'extension de D a X T 2. Ceci montre bien 
que D appartient a {BCat{t)( e $))p et done a Qp. On a done montre que les 
ensembles A et B sont bien en bijection. 

Comme ce sont les ensembles sous-jacents des diagrammes respectivement 
de Q/3 et de la /9-ieme etape de HCat T 2 qui sont en bijection, pour montrer 
que Qp et la /5-ieme etape de HCat^ sont isomorphes, il suffit de montrer 
que les cardinaux des diagrammes sont les memes. Comme le cardinal de tout 
diagramme de la /5-ieme etape de HCat^ est Card{T 2 ) = Card(T), il ne reste 
plus qu'a montrer que le cardinal de chaque diagramme de Qp est Card(T). 

Soit done D un diagramme de Qp, ce diagramme appartient a un certain 
(BCat(t) a )p, avec a minimal. Si on ecrit a sous la forme (7, 7'), ce diagramme 
est l'extension par X a — > Z a d'un diagramme D' appartenant a Uket(-y)®k a 
valeur dans X a . Notons k l'indice de la partie de $ a laquelle appartient D' . 
Alors D' appartient au moins a tous les plans BCat(t) a ' tel que a' > a et 
oi = (e, 0) avec e decrivant et au plus a tous les plans BCat(t) a > tel 

que a' > a et a' = (e, e') avec e decrivant et e 1 quelconque. En effet 

ces plans sont des sous-plans quelconques d'un plan simple de type e^i, plan 
simple prenant une seule fois tous les diagrammes de a valeur dans X a i 
done en particulier a valeur dans X a car a < a'. Ainsi le cardinal associe 
a D dans Qp est compris entre celui des ordinaux e > 7 de t _1 (A;), qui par 
hypothese sur t n'est autre que Card(T), et celui des ordinaux a' = (e, e 1 ) avec 
e > 7 decrivant t~ l {k) et e' quelconque, qui par hypothese sur t n'est autre 
que Card{T 2 ) = Card{T). 
CQFD. 
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Comme on l'a dit plus haut, la stabilite de ces plans BCat(t) vis-a-vis de la 
composition avec leurs sous-plans nous interessent particulierement lorsqu'on 
veut faire des colimites d'objets $-injectifs et comparer la colimite des $- 
injectivises avec la $-injectivisation de la colimite. Nous allons done traiter 
de ce probleme dans la section suivante. 
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2.11 Application de 1'1-injectivisation aux col- 
imites d'objets I-injectifs. 

Nous nous interessons maintenant a comparer l'l-injectivisation des colim- 
ites avec les colimites des objets I-injectives. En fait nous aimerions en partic- 
ulier savoir s'il y a une I-equivalence au sens du corollaire 12 . 7. 21 entre les deux. 
Pour cela, nous allons supposer que le plan d'addition de cellules verifiant les 
proprieties i) et ii) de la I-injectivisation ainsi que la propriete iii) pour les 
objets I-injectifs est de la forme BCat(t). En effet, dans ce cas le morphisme 
naturel d'un objet quelconque A dans le resultat du plan sera une I-equi- 
valence. De la et du fait que BCat(t) se rationalise en HCat, il decoulera que 
tout morphisme naturel d'un objet A quelconque dans le resultat d'un sous- 
plan de BCat{t) est encore une I-equivalence. Les colimites des I-injectivises 
etant des sous-plans de 1'1-injectivisation des colimites, on pourra leur appli- 
quer ce resultat. C'est pourquoi dans toute cette section, nous allons supposer 
les hypotheses suivantes. 

Hypotheses 2.11.1 SoientC une categorie cocomplete et $ un ensemble de 
morphismes de C dont les sources sont a-petites pour un certain cardinal 
regulier a, et tel que les Q-cofibrations sont des monomorphismes . Soit a' 
le plus petit cardinal regulier superieur a a. Donnons-nous une notion d' equi- 
valence d'objets Q-injectifs verifiant les proprietes suivantes : 

- pour tout couple (f,g) de morphismes composables entre objets Q-injectifs, 
si parmi f,g,g°f deux morphismes sont des equivalences d'objets Q-injectifs, 
alors le troisieme morphisme aussi, 

- pour tout couple (/, g) de morphismes composables entre objets Q-injectifs, si 
la composee go f est I'identite et que la composee fog une equivalence d'objets 
Q-injectifs, alors f et g sont des equivalences d'objets &-injectifs. 

- les isomorphismes entre objets Q-injectifs sont des equivalences d'objets $- 
injectifs. 

Notons Eq, le plan d'addition de cellules fonctoriel a compositions rationnelles 
de longueur a' dont tous les plans simples sont e$ 5 i. 

Soit (&k)i&K une partition de $. Soient T un ordinal transfini limite dont 
le cardinal est strictement superieur da et t : T — > V(K) une fonction telle 
que, pour tout k dans K , on ait les proprietes suivantes : 

- pour tout ordinal t < T, il existe un ordinal r <t'<T tel quet(r) contienne 
k, 
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- le cardinal de I 'ensemble t 1 (k) est egal au cardinal de T . 

Supposons que le plan d 'addition de cellules fonctoriel BCat(t) suivant I'ordre 
t verifie la propriete suivante : 

pour tout objet A <&-injectif, le morphisme naturel A — > BCat(t)(A) est une 
equivalence d'objets Q-injectifs. 

Sous ces hypotheses, le plan d'addition de cellules E$ est bien une $- 
injectivisation par la proposition I2.7.1[ ce qui permet de definir la notion de 
^-equivalence qui verifie la propriete du "trois pour deux" d'apres le corol- 
laire !2.7.21 De plus sous ces hypotheses, par le lemme l2~ll).3( le plan d'addition 
de cellules BCat(t) verifie bien les proprietes i) et ii) de la $-injectivisation. 
Montrons tout d'abord que sous ces hypotheses, pour tout objet A de la 
categorie C, le morphisme naturel A — > BCat(t)(A) est une "^-equivalence. 

Lemme 2.11.2 Sous les hupotheses \2. 1 1 . il pour tout objet A de la categorie 
C, le morphisme naturel A — > BCat(t)(A) est une ^-equivalence, c'est-a-dire 
que I'image par Eq, de ce morphisme est une equivalence d'objets §-injectifs. 

Preuve : 

Tout d'abord on remarque que sous les hypotheses 12.11.11 on peut appliquer 
la proposition 12. 10.41 a BCat(t), ce qui nous permet d'obtenir que BCat{t) se 
rationalise en HCat T 2. Or le plan a compositions rationnelles d'addition de 
cellules E<$, est un sous-plan de HCat T 2 done de BCat{t) de longueur a' avec 
Card(a') < Card{T 2 ). On peut alors appliquer le corollaire 12.9.51 qui nous 
donne pour tout objet A de la categorie C le diagramme commutatif suivant : 

A » E^(A) 



BCat(t)(A) — BCat(t)(E*(A)) 

Le corollaire 12.9.51 nous certifie la commutativite de ce diagramme ainsi que 
l'isomorphisme entre BCat(t)(A) et BCat(t)(E$(A)). En outre par la propo- 
sition E2!H l e morphisme naturel A — > E$>(A) est une ^-equivalence et E& (A) 
est $-injectif. Par hypothese sur BCat(t), il vient que le morphisme naturel 
E^(A) — > BCat(t)(E$(A)) est une equivalence d'objets $-injectifs, ce qui 
par le corollaire 12.7.21 revient a dire que e'est une ^-equivalence. Comme 
par corollaire 12.7.21 les isomorphismes sont des ^-equivalences et les $-equi- 
valences verifient la propriete du " trois pour deux" , il vient que le morphisme 
naturel A — ► BCat(t)(A) est une "^-equivalence. 
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CQFD. 



Munis de cette propriete de stabilite homotopique de BCat(t), montrons 
que tout sous-plan de BCat(t) conserve cette stabilite homotopique. 

Lemme 2.11.3 Supposons vraies les hupotheses \2. 1 1 .H Soit P un sous-plan 
de BCat(t) dont le cardinal de la longueur est inferieur au cardinal de la 
longueur de BCat(t). Alors pour tout objet A de la categorie C, le morphisme 
naturel A — > P(A) est une ^-equivalence. 

Preuve : 

Comme on l'a vu dans la demonstration precedente, le plan d'addition de 
cellules BCat{t) se rationalise en un HCat. Comme en outre, par hypothese 
sur le sous-plan P de BCat(t), le cardinal de la longueur du sous-plan P est 
inferieur a celui de la longueur de BCat(t), le corollaire 12.9.51 s'applique et 
nous donne un isomorphisme dans X/C entre BCat(t)(A) et BCat(t)(P(A)) 
ainsi que le diagramme commutatif suivant : 

A ► P(A) 



BCat(t)(A) — BCat(t)(P(A)) 

En outre, par le lemme precedent, les morphismes canoniques A — > BCat(t) (A) 
et P(A) — > BCat(t)(P(A)) sont des ^-equivalences. Comme, par le corol- 
laire l es ^-equivalences verifient la propriete du "trois pour deux" et 
que les isomorphismes sont des ^-equivalences, on obtient que le morphisme 
A — > P(A) est aussi une ^-equivalence. 
CQFD. 

Comme le fait de prendre la colimite d'objets $-injectivises est en fait 
un sous-plan de la $-injectivisation de la colimite, on peut done appliquer le 
resultat que l'on vient de montrer afin de donner un critere utile pour montrer 
que les morphismes naturels des colimites sont des ^-equivalences. 

Lemme 2.11.4 Supposons vraies les hypotheses ^. 1 1 . H 
Soit F : I — > C un foncteur d'une petite categorie d'indices I vers la categorie 
C. Soit i un objet de X. Alors le morphisme naturel F(i) — > colim j e j F(i) 
est une $- equivalence si et seulement si le morphisme naturel E$(F(i)) — > 
colim j g x E$(F(i)) en est une. 
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Soit h : F — > G une transformation naturelle entre foncteurs d'une petite 
categorie d'indices I vers la categorie C. Alors le morphisme universel, in- 
duit par h, colim ie j F(i) — > colim i£ j G{i), est une $- equivalence si et 
seulement si le morphisme universel, induit par E$(h), colim j S j E^(F(i)) — > 
colim ie j E$(G(i)) en est une. 

Preuve : 

Considerons le diagramme commutatif suivant : 



F(i) 



colim F(i) 



E$(F(i)) — colim E$(F(i)) 



Par la proposition l2.7.l| la fleche verticale de gauche est une "^-equivalence. En 
outre la fleche verticale de droite consiste a additionner des cellules de $ sur 
chacun des F(i), or ceci est un sous-plan de BCat{t) applique a colim iE x F(i). 
Comme en outre le cardinal de la longueur de E$ est inferieur a celui de 
BCat(t), on peut appliquer le lemme 12.11.31 qui nous certifie que la fleche 
verticale de droite est une "^-equivalence. Par le corollaire 12.7.21 les $-equi- 
valences verifient la propriete du "trois pour deux", ce qui nous donne que la 
fleche horizontale du haut est une ^-equivalence si et seulement si la fleche 
horizontale du bas l'est. 



Considerons maintenant le diagramme commutatif suivant 

colim h 



colim F[i) 



colim G(i) 



colim £*0F(i))— — 

i&i colim E$(h) 



colim E*(G(i)) 



Par le meme argument de sous-plan que dans la premiere partie de la preuve, 
on montre que les deux fleches verticales sont des ^-equivalences, et on en 
conclut, avec l'aide de la propriete du "trois pour deux" des ^-equivalences, 
que la fleche horizontale du haut est une ^-equivalence si et seulement si la 
fleche horizontale du bas Test. 
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CQFD. 



Ce lemme de reconnaissance du caractere ^-equivalence des morphismes 
naturels des colimites nous sera tres utile lorsque dans la suite de cette these, 
nous montrerons la stabilite des cofibrations triviales par somme amalgamee 
le long d'un morphisme et par colimite sequentielle transfinie. Nous allons 
done terminer ce chapitre par quelques petits lemmes techniques sur la $- 
injectivisation qui seront egalement necessaires pour la suite de cette these. 
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2.12 Lemmes techniques sur 1'1-injectivisation 



Dans la suite de cette these, nous aurons a montrer des resultats qui 
necessitent de connaitre les proprietes de stabilite de 1'1-injectivisation par 
rapport aux monomorphismes, aux intersections de sous objets et a la pe- 
titesse. 

Lemme 2.12.1 SoientC une categorie cocomplete et $ un ensemble de mor- 
phismes de C tel que les §-cofibrations sont les monomorphismes. Soient ^ 
un sous-ensemble de $ et A un cardinal quelconque (transfini ou non). Soit 
enfin X — > Y un monomorphisme de C. Alors e^ t \{X — > Y) est encore un 
monomorphisme. 

De meme, pour tout plan d 'addition P dont les plans simples sont du type 
e *,A; P.(X — > Y) est un monomorphisme. 

Preuve : 

Tout d'abord, il est facile de voir que comme X — > Y est un monomorphisme, 
l'ensemble des diagrammes de \I> a valeur dans X s'injecte par extension a 
travers X — > Y dans l'ensemble des diagrammes de \I/ a valeur dans Y. De 
plus, comme par hypothese les $-cofibrations sont les monomorphismes, on 
obtient d'une part que les fleches de <3> sont des monomorphismes et que d'autre 
part les monomorphismes sont stables par somme amalgamee le long d'un 
morphisme et colimite sequentielle transfinie. 

Considerons maintenant la somme amalgamee, notee Z, de e-%,\(X) avec Y 
au-dessus de X. Tout d'abord par commutation des sommes amalgamees, il 
vient que Z est isomorphe a la somme amalgamee de Y par l'ensemble des 
extensions le long de X — > Y des diagrammes de * a valeur dans X pris chacun 
A fois. Le morphisme canonique de e-q, t x(X) vers la somme amalgamee Z est 
un monomorphisme comme somme amalgamee du monomorphisme X — > Y le 
long du morphisme X — > e^^-X"). En utilisant les remarques precedentes, on 
obtient que le morphisme universel de la somme amalgamee Z dans e^ t \{Y) est 
en fait le resultat d'un plan d'addition par les diagrammes de ^ a valeur dans 
Y pris A-fois qui ne sont pas extensions par X — > Y de diagrammes de ^ a 
valeur dans X. Comme $ est un ensemble de monomorphismes, le morphisme 
cellulaire Z — > e^^\(Y) est un monomorphisme comme somme amalgamee de 
monomorphismes. On en deduit que le morphisme eq,^\(X — > Y), composee des 
monomorphismes e^(JT) — * Z et Z — > e^ t \(X), est bien un monomorphisme. 
En utilisant ce resultat ainsi que la preservation des monomorphismes par 
colimite sequentielle transfinie le long de colimites sequentielles transfinies de 
monomorphismes, on obtient le resultat pour P. 
CQFD. 
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Lemme 2.12.2 SoitC une categorie cocomplete telle que les reunions de deux 
sous-objets sont exactement les sommes amalgamees de ces sous-objets au- 
dessus de leur intersection. Soit $ un ensemble de morphismes de C tel que 
les Q-cofibrations sont des monomorphismes. Soient ^ un sous-ensemble de 
$ et A un cardinal quelconque (transfini ou non). Soient A et B deux objets 
de C. Alors pour tout plan d' addition P dont les plans simples sont du type 
e*,A; on a : 

P{AC\B) = P{A)C\P{B) 

Preuve : 

Par le lemme 0.12.11 les monomorphismes sont stables par tout plan P d'ad- 
dition de cellules compose de plans simples du type e^A- Done P(A) et P(B) 
sont des sous-objets de P{C) et done leur intersection a un sens. De plus 
P(A fl B) est un sous-objet a la fois de P(A) et de P(B), car AnB est inclus 
dans A et B et que le plan P preserve les monomorphismes. Ainsi P(A fl B) 
est un sous-objet de P(A) fl P{B). II ne reste done plus qu'a montrer l'autre 
sens. Comme le plan P est la colimite des plans simples e^A; il suffit de mon- 
trer que e^ t x(A fl B) contient e^A^) H e^ )A (£>). La construction e^A est un 
procede d'addition de cellules. Done pour montrer que e^^A) fl eq, t \(B) est 
inclus dans e^^A fl B), il suffit de montrer que les cellules du premier sont 
en fait des cellules du second. Or cela decoule directement du fait que les di- 
agrammes de fleches de $ apparaissant pour A n'apparaissent pour B que si 
les sources des fleches de $ s'envoyent dans An B. Ainsi on a montre que la 
construction e* t A preserve l'intersection et done par recurrence transfmie on 
pourra montrer que le plan P aussi preserve l'intersection. 
CQFD. 

Lemme 2.12.3 Soient C une categorie cocomplete et $ un ensemble de fleches 
de C. Supposons qu'il existe un cardinal transfini a pour lequel les sources et 
buts de toutes les fleches de $ sont a-petites. Soient A et A' deux ordinaux 
quelconques et P un plan d'addition de cellules fonctoriel de longueur A et 
uniquement compose de plans simples du type e^' avec ^ un sous-ensemble 
de Soit a' un cardinal regulier strictement superieur a 2 A et 2 a . Alors il 
existe un cardinal regulier a" strictement superieur a a' tel que, pour tout 
objet a' -petit A de C, P(A) est a" -petit. 

Preuve : 

On rappelle que P(A) est la colimite d'une A-sequence (A 13 )^^ oil A@ +1 = 
e^^'iA 13 ). Montrons par recurrence transfmie sur (5 < A que A@ est a^-petit 
pour un cardinal regulier a^' > a' qui ne depend pas de A. Le cas (3 = est 
vrai car A n'est autre que A qui est par hypothese a'-petit. Supposons le cas 



99 



(3 montre et montrons le cas (3 + 1. Comme A@ +l = e^^A 13 ) et que, par hy- 
pothese de recurrence, A 13 est a^-petit, il suffit de montrer que le plan simple 
e^\> preserve la petitesse. Or e$ \>{A&) consiste en une somme amalgamee de 
A 13 par un coproduit de fleches de sous-ensemble de $, chacune de ces fleches 
etant prise A' fois. Ce coproduit est petit car la sous-famille ^ de la famille <3> 
est un ensemble par hypothese et que la collection des morphismes a but fixe 
et a source indexee par un ensemble est un ensemble. Par hypothese sur $, les 
sources et buts des fleches de $ sont a-petits, done en particulier a^-petits 
car a^ 3 ' > a' > a. Ainsi e^ ^/(t^) est la colimite d'un petit diagramme dont 
tous les objets sont a^-petits. D'apres le lemme 0.3.51 une telle colimite est 
a^ +1 )-petite pour un cardinal regulier strictement plus grand que a^' 

et que le cardinal de l'ensemble des morphismes de la petite categorie indexant 
le diagramme. Or ce cardinal depend de du cardinal de l'ensemble ^/ et 
du cardinal de A', ces trois cardinaux etant independants de A, ce qui montre 
que ey t \i(AP) = A@ +1 est bien a^ +1 ^ -petit avec a^ +1 ' > a' cardinal regulier 
independant de A. Ainsi est prouvee l'hypothese de recurrence au rang /3 + 1. 
Supposons maintenant l'hypothese vraie pour tout ordinal 7 < (3 avec (3 < A 
ordinal limite et montrons qu'elle est aussi vraie pour (3. Posons a^> le plus pe- 
tit cardinal regulier majorant l'ensemble {a*- 7 -*, 7 < /?}, qui existe par propriete 
des cardinaux et qui est independant de A car (3 et les le sont. Comme 
A 13 est la colimite des a^-petits A 7 pour 7 < (3 et que (3 < A est strictement 
inferieur a oS-P' car ofiP) > a^ ' — a' > X, par regularite de il vient que 
la colimite A 13 est a^' petite avec oS@> > a' cardinal regulier independant 
de A, ce qui montre le cas (3 ordinal limite. Par recurrence transfinie, on a 
done montre que, pour tout (3 < A, A 13 est a (/3) -petit, avec cr^ > a' cardinal 
regulier independant de A. Done ceci est vrai en particulier pour A x = P(A), 
ce qui est le resultat attendu en prenant pour a" le cardinal a^ x \ 
CQFD. 

Nous avons dans ce chapitre fait une mise au point sur la theorie des 
plans d'addition de cellules qui nous a fourni les outils necessaires pour I- 
injectiviser. Si done nous trouvons un ensemble I de fleches pour lequel les 
objets I-injectifs sont des C-categories, en appliquant les constructions d'l- 
injectivisation exhibees dans ce chapitre, nous serons a meme de categoriser 
nos C-precategories. Aussi le but du prochain chapitre est de trouver un en- 
semble de morphismes de C-precategories I pour lequel les C-precategories I- 
injectives sont des C-categories. 
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Chapitre 3 

Engendrement des C-categ 
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A la fin du premier chapitre, nous avons explique l'interet d'avoir un 
procede de categorisation des C-categories, mais nous avons egalement parle 
des difficultes d'en obtenir un. L'idee principale pour construire une cate- 
gorisation est de caracteriser certaines C-categories en terme d'objets I-injectifs. 
Autrement dit, on cherche a exhiber une famille de morphismes de C-precate- 
gories telle que les objets ayant la propriete de relevement a droite par rap- 
port aux morphismes de cette famille sont des C-categories. Comme cette 
caracterisation des C-categories par une propriete de relevement par rapport a 
une famille de morphismes n'est pas vraie en general, on va devoir s'interesser 
a une notion un peu plus forte de C-categories qui aura le bon gout de se 
relever par rapport a certaines fleches. Ce faisant, nous allons faciliter la con- 
struction d'un procede de categorisation. 

Comme les C-categories sont definies a partir d'une donnee de Segal, on 
peut aisement imaginer que si dans cette donnee de Segal, on a deja des 
notions d'objets regaux et d'alliances d'objets regaux caracterisees par une 
propriete de relevement alors ce sera aussi le cas au niveau des C-categories et 
des equivalences de C-categories. Aussi allons-nous dans un premier temps 
definir les donnees de Segal proto-faciles pour lesquelles objets regaux et al- 
liances d'objets regaux sont caracterises par des proprietes de relevement, et 
definir les notions de C-categories faciles et d' equivalences faciles a partir de 
telles donnees de Segal. 

Afin de remonter au niveau des C-precategories les proprietes de relevements 
des objets regaux et des alliances d'objets regaux et ainsi montrer que nos C- 
categories faciles et nos equivalences faciles sont caracterisees par des pro- 
prietes de relevement, nous allons dans un second temps definir une con- 
struction 9 permettant de traduire les diagrammes des C-precategories en 
diagrammes dans C et reciproquement. Dans un troisieme temps, nous utilis- 
erons cette construction pour montrer que les C-categories faciles sont bien 
caracterisees par une propriete de relevement, ce qui nous conduira a la con- 
struction Cat qui transformera toute C-precategorie en C-categorie facile. 
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3.1 C-categories faciles et equivalences faciles 



Comme on Fa ecrit plus haut, les notions de C-categorie et d'equivalence de 
C-categories n'ont pas de caracterisation simple par propriete de relevement. 
Nous allons done introduire une notion de C-categorie facile et d'equivalence 
facile qui admettront une caracterisation par relevement vis-a-vis de certaines 
fleches. Mais comme on l'a vu precedemment nous devons d'abord demander 
a la donnee de Segal C d'avoir une famille d'objets regaux et une famille 
d'alliances d'objets regaux caracterisees par des proprietes de relevement. Plus 
precisement, on va raj outer a la donnee de Segal deux families de morphismes, 
notees T\ et JF 2 , telles que les objets JFi-injectifs soient des objets regaux et les 
morphismes JF 2 -injectifs des alliances d'objets regaux. C'est ce qu'on appellera 
une donnee de Segal proto-facile. 

Definition 3.1.1 Une donnee de Segal proto-facile est une triplet (C,^-"i,jF 2 ) 
constitue d'une donnee de Segal C et de deux families T\ et JF 2 de morphismes 
de C qui sont des ensembles satisfaisant les proprietes suivantes : 

8) Les objets de C ay ant la propriete de relevement a droite par rapport a T\ 
sont des objets regaux et sont stables par produit fibre au-dessus d'un objet 
discret. 

9) Les objets discrets de C ont la propriete de relevement a droite par rapport 
a T\. 

10) Les morphismes qui ont la propriete de relevement a droite par rapport 
a Ti et dont la source et le but sont des objets regaux ayant la propriete 
de relevement a droite par rapport a T\ sont des alliances d'objets regaux et 
le produit fibre, dans la categorie des morphismes, de deux tels morphismes 
au-dessus d'un objet discret a encore la propriete de relevement a droite par 
rapport a T%. 

Les objets de C ayant la propriete de relevement a droite par rapport a 
T\ sont appeles objets regaux faciles de C et les morphismes entre objets 
regaux faciles ayant la propriete de relevement a droite par rapport a JF 2 sont 
appeles alliances faciles d'objets regaux faciles. 

On pourra remarquer au passage qu'il y a plusieurs choix possibles pour 
les families T\ et JF 2 . Ainsi une meme donnee de Segal pourra donner lieu a 
plusieurs donnees de Segal proto-faciles. 



Exemple 3.1.2 Avec la donnee de Segal pour EM SSXM.V de V exemnle M .3 .tA 
on obtient une donnee de Segal proto-facile en prenant la famille vide pour T\ 
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et, pour JF 2 , celle des inclusions des bords des simplexes standards dans ces 
derniers, qui forme bien un ensemble. On a alors que tout ensemble simplicial 
est un objet regal facile et que les alliances faciles sont les equivalences faibles 
qui sont aussi des fibrations de Kan. 

Exemple 3.1.3 Toujour s avec la donnee de Segal pour £J\l SSXM.V de I'exem- 
ple \1.3.tA on obtient une donnee de Segal proto-facile en prenant la famille 
vide pour T\ et, pour JF 2 , la famille suivante : pour tout entier n, on prend 
d'une part I'unique morphisme du vide vers le n-simplexe A[n] et d 'autre part 
I'unique morphisme du coproduit de deux exemplaires de A[n] vers A[n] in- 
duit par les identites. On a alors que tout ensemble simplicial est un objet 
regal facile et que les alliances faciles sont uniquement les isomorphismes 
d 'ensembles simpliciaux. 

Si au lieu de prendre le vide pour T\, on prend la famille des inclusions des 
comes des simplexes dans ces derniers, alors on aura une troisieme donnee 
de Segal proto-facile avec pour objets regaux les ensembles simpliciaux fibrants 
de Kan. 

Ces notions d'objet regal facile et d'alliance facile d'objets regaux faciles 
d'une part vont constituer pour C une nouvelle donnee de Segal, comme le 
montre le lemme ci-dessous, mais d'autre part vont nous permettre de definir 
les notions de C-categorie facile et d'equivalence facile de C-categories faciles. 

Lemme 3.1.4 Soit (C, Fi, J r 2 ) une donnee de Segal proto-facile. 
Alors la categorie sous-jacenteC avec sa sous-categorie pleine d'objets regaux faciles, 
sa classe d' alliances faciles et son foncteur r verifie toutes les proprietes d'une 
donnee de Segal. 

Preuve 

La propriete 9 de {C,T\,T<i) assure que les objets discrets sont des objets 
regaux faciles de C et le lemme 12.1.31 prouve que tout objet isomorphe a un 
objet regal facile est un objet regal facile, ce qui nous donne la propriete 1. La 
propriete 8 de (C, JFi, JF2) assure que les objets regaux faciles sont stables par 
produit fibre au-dessus d'un objet discret, ce qui montre la propriete 2. De 
meme la propriete 10 de {C,T\,T<i) assure que les alliances faciles sont sta- 
bles par produit fibre au-dessus d'un objet discret dans la categorie des mor- 
phismes, ce qui montre la seconde partie de la propriete 3. Par le lemme 12. 1.31 
les alliances faciles sont stables par composition et les isomorphismes sont des 
alliances faciles, ce qui montre que la classe des alliances faciles est stable par 
composition et verifie la premiere partie de la propriete 3. Par propriete 10 
de (C, JFi, .7-2), les alliances faciles sont stables par fibre, ce qui nous donne 
le premier sens de l'equivalence de la propriete 4. Considerons un morphisme 
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d'objets regaux faciles dont toutes les fibres sont des alliances faciles. Le fait 
que C soit discretisante entraine que tout diagramme de relevement de ce mor- 
phisme vis-a-vis de la famille JF 2 n'est autre que le coproduit de ses fibres. On 
obtient alors le relevement attendu en prenant le coproduit dans la categorie 
des morphismes des relevements de chaque fibre (cf preuve du lemme I2.1.3)) . 
ce qui montre l'autre sens de la propriete 4. La propriete 8 de (C, JFi, JF2) as- 
sure que le foncteur r est bien defini sur la sous-categorie pleine des objets 
regaux faciles de C, qui est une sous-categorie pleine des objets regaux de C, et 
done que r se restreint a la categorie des objets regaux faciles en conservant 
les proprietes 5 et 6. Comme par propriete 10 de (C, T\, T%), les alliances faciles 
sont des alliances d'objets regaux, r garde aussi la propriete 7. 
CQFD. 

Comme on vient de le voir une donnee de Segal proto-facile engendre une 
donnee de Segal avec les objets regaux faciles et les alliances faciles. Pour 
cette donnee de Segal, on a bien evidemment l'existence de notions de C- 
categories et d'equivalences de C-categories, que Ton appellera respect ivement 
C-categories faciles et equivalences faciles de C-categories faciles. 

Definition 3.1.5 Soit (C, JFi, JF2) une donnee de Segal proto-facile. 
Une C-precategorie A est une C-categorie facile si pour tout entier m stricte- 
ment positif A m est un objet regal facile dans C et si pour tout entier m 
superieur ou egal a deux le morphisme de Segal A m — ► A\ x^. . .Xa A\ est une 
alliance facile d'objets regaux faciles. Un morphisme de C-categories faciles est 
un morphisme de C-precategories. 

Definition 3.1.6 Soit (C, JFi, JF2) une donnee de Segal proto-facile. 
Un morphisme de C-categories faciles f : A — » B est une equivalence facile 
de C-categories faciles si f : A — » B est surjective et, si pour tout couple 
(x, y) d'objets de A, le morphisme fi(x, y) : Ai(x, y) — >■ Bi(f(x), f(y)) est une 
alliance facile d'objets regaux faciles. 

Si ces C-categories faciles et ces equivalences faciles de C-categories faciles 
ont vocation a etre caracterisees par des proprietes de relevement, il faut au 
minimum que les C-categories faciles soient en particulier des C-categories et 
que les equivalences faciles soient en particulier des equivalences de C-cate- 
gories. 

Lemme 3.1.7 Soit (C,^,^) une donnee de Segal proto-facile. Les C-cate- 
gories faciles sont des C-categories et les equivalences faciles de C-categories faciles 
sont des equivalences de C-categories. 
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Preuve : immediat en utilisant les proprieties 8 et 10. 

La notion de C-categorie facile a ete introduite essentiellement afin de per- 
mettre de caracteriser les C-precategories qui sont des C-categories faciles en 
terme de relevement par rapport a une certaine famille de fleches, ce qui per- 
mettra de construire une operation de categorisation des C-precategories basee 
sur ces relevements. En vue d'exhiber cette famille de fleches, nous allons in- 
troduce une construction fonctorielle 6 qui permet d'exprimer les diagrammes 
de C-precategories en diagrammes de C et reciproquement. Ainsi les car- 
acterisations par relevement des objets regaux faciles et des alliances faciles 
entraineront de telles caracterisations pour les C-categories faciles et les equi- 
valences faciles. 
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3.2 La construction 



Par le lemme de Yoneda, on sait que les morphismes entre ensembles sim- 
pliciaux du n-simplexe A[n] vers un ensemble simplicial A correspondent ex- 
actement aux elements de l'ensemble A n . Comme nos C-precategories sont des 
objets simpliciaux sur la categorie C, on cherche une construction bifoncto- 
rielle 6 respectant les colimites qui a un ensemble simplicial E et a un objet 
C de C associe une C-precategorie et telle que les morphismes de A[n]QC vers 
une C-precategorie A correspondent aux morphismes dans C de C vers A m . Si 
C est la categorie des ensembles, en prenant pour C le point *, on retrouve le 
resultat decoulant de Yoneda sur les ensembles simpliciaux. 

L'idee pour construire A[n]OC muni de cette propriete est de considerer 
A[n] comme une C-precategorie discrete et de remplacer son n-simplexe non 
degenere par C et de repercuter ce changement a toute la C-precategorie par 
les applications de faces et de degenerescences. Comme en outre on desire 
que *QC commute aux colimites, nous allons definir 6 ainsi : a un ensemble 
simplicial X et a un objet Y de C, on associe une C-precategorie XQY formee 
sur la C-precategorie discrete X avec les memes objets que X mais dans laquelle 
chaque simplexe de X non degenerescence d'un point est remplace par Y. 

Definition 3.2.1 Soit C une categorie discretisante possedant les coproduits. 
Soit X un ensemble simplicial et Y un objet de C, on definit la C-precate- 
gorie XQY ainsi : 



oil s n : X — * X n est induite par Vunique application de n vers 0. 
On notera Y x Vexemplaire de Y associe a V element x e X n \s n (X ) . 
Soit f un morphisme de A de m vers n. Definissons le morphisme induit 
f* : (XQY) n — > (XQY) m . Sur la composante X de (XQY) n , f* induit 
Videntite. Pour la composante Y x , il y a deux cas. Si X(f)(x) n'est pas 
degenerescence d'un point, alors f* induit Videntite entre Y x etY x ^ x \ Sinon 
X(f)(x) est la degenerescence d'un point a e X et alors f* induit V applica- 
tion constante a valeur a de Y x vers X . On verifie aisement que XQY ainsi 
defini est une C-precategorie. 

Nous allons maintenant faire de la construction definie ci-dessus un 
bifoncteur *Q* : SMSS1MV x (C - VC) -> C - VC. 

Definition 3.2.2 SoitC une categorie discretisante possedant les coproduits. 



{XQY) = X et, pour n>0, (XQY) n = X ]J[ jj Y 
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- Soient X un ensemble simplicial et g : Y — > Y' un morphisme de C-precate- 
gories, on definit XQg : XQY — > XQY' de la maniere suivante : 

{XQg) = Id Xo et, pour n>0, {XQg) n = Id Xo ]J I ]J g 

\X n \s"(Xo) 

- Soient Y une C-precategorie et f : X — > X' un morphisme d 'ensembles 
simpliciaux, on definit fQY : XQY — > X'QY de la maniere suivante : 
(fQY)o est V application fo : Xq — > Xq et, pour n strictement positif, on 
definit (fQY) n sur chacune des composantes de (XQY) n . Sur Xq, (fQY) n est 
I 'application f . Pour x G X n \s n (X ) tel que f n (x) n'est pas degenerescence 
d'un point, (fQY) n est I'identite de Y x vers Y^ x \ Pour x G X n \s n (X ) tel 
que f n (x) est degenerescence d'un point a' G X' Q , (fQY) n est V application 
constante a valeur a' de Y x dans X' . 

Lemme 3.2.3 Soit C une categorie discretisante possedant les coproduits. 
*0* : SAfSSXMV x [C — VC) — > C — VC est un bifoncteur preservant les 
sommes amalgamees en chacune de ses composantes. 

Preuve : 

II est facile de verifier que, pour tout ensemble simplicial X et pour tout objet Y 
de C, XQ* et *QY sont des foncteurs et que Ton a la propriete suivante : pour 
tout / : X — > X' morphisme d'ensembles simpliciaux et pour tout g : Y — > Y' 
morphisme de C, on a Pegalite fQY' o XQg = X'Qg o fQY. 
La verification de la preservation de la somme amalgamee en chacune des 
variables est immediate a partir de la definition, car la somme amalgamee des 
C-precategories est la somme amalgamee niveau par niveau. 
CQFD. 

A partir de maintenant nous allons essentiellement appliquer cette con- 
struction a deux types d'ensembles simpliciaux. 

Definition 3.2.4 

- Pour tout entierm, on definit A[m] comme Vensemble simplicial represente 
par m. 

- Pour tout entier m strictement positif, on definit T(m) comme la somme 
amalgamee de m exemplaires de A[l] au-dessus de A[0] en alternant but et 
source. On note i rn : T(m) — > A [to] Vinclusion canonique. 

On peut se representer A [to] comme un TO-simplexe mais aussi comme une 
categorie engendree par to morphismes composables entre to + 1 points dis- 
tincts. Et Ton peut se representer T(to) comme une suite de m morphismes 
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composables entre m+1 points distincts. Ainsi A[m] est la categorie associee 
a T(m). 



Nous allons maintenant montrer que le bifoncteur O a bien la propriete que 
Ton voulait, a savoir que les morphismes de A[m]OC vers une C-precategorie A 
correspondent aux morphismes dans C de C vers A m . 

Proposition 3.2.5 Soit C une categorie discretisante possedant les copro- 
duits et les produits fibres au-dessus d'un objet discret. 

1) II existe un isomorphisme naturel en X et en A entre V 'ensemble des mor- 
phismes de C-precategories de A[m]QX vers A et V ensemble des morphismes 
dans C de X vers A m tels que le morphisme compose 

X — > A m — > A x . . . x A est constant (i.e. se factorise par I 'objet final de 
C), oil le morphisme A m — > A x . . . x A Q est induit par les m+1 applications 
sommets de vers m. 

2) II existe un isomorphisme naturel en X et en A entre Vensemble des 
morphismes de C-precategories de T[m]0J vers A et Vensemble des mor- 
phismes dans C de X vers A\ Xa ■ ■ ■ Xa A\ tels que le morphisme compose 
X — > A\ Xa ■ ■ ■ Xa A\ — > Aq x . . . x Aq est constant, ou le morphisme 
Ax Xa ■ ■ ■ Xa Ax — > A x . . . x A est induit par les m+1 applications som- 
mets de vers 1 ]Jq . . . ]Jq 1. 

3) Les deux isomorphismes ci-dessus sont compatibles avec Vinclusion i m : 
T(m)->A[m]. 

Preuve : 

1) Tout d'abord, on remarque que (A[m]0X) n est le coproduit de A[m] avec 
un exemplaire de X pour chaque morphisme de n dans m ne se factorisant 
pas par 0. En outre, pour se donner un morphisme de A[m]QX vers A, il 
faut se donner pour chaque entier n des morphismes de (A[m]0X) n vers A n 
compatibles avec la structure simpliciale. Or pour se donner un morphisme de 
(A[m]@X) n vers A n , il faut et il suffit de se donner un morphisme de A[m]o 
vers A n et un morphisme de X* dans A n pour tout morphisme / de n dans m 
ne se factorisant pas par 0. Par respect de la structure simpliciale, on obtient 
les carres commutatifs suivants : 



A[m] 



A 



X 7d ni 



Id} 



Mf) 



Id 



A[m] 



xf 



A r 



A[m] 



A r 



A[m] 



A 
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ou *j designe l'application constante a valeur i et 5 l l'application i-eme som- 
met de vers m envoyant sur i. 

Ainsi le premier diagramme montre qu'un morphisme de X$ dans A n est 
entierement determine par / et la donnee d'un morphisme de X Idm dans 
A m . Quant au morphisme de A[m]o vers A n , le deuxieme diagramme montre 
qu'il est entierement determine par la donnee d'un morphisme de A[m]o vers 
A , c'est-a-dire par la donnee de m+1 objets de A (do, • • • , a m ). En outre le 
troisieme diagramme montre le morphisme X Idm dans A m compose avec les 
morphismes induits par les m+1 sommets de m est constant. Ainsi se donner 
un morphisme de A[m]0X vers A, c'est se donner un morphisme de X dans 
A m tel que la composee avec le morphisme A m — > A x . . . x A est constant 
et a pour valeur le m+l-uplet d'objets de A images du morphisme de A[m] 
vers Aq. Un autre maniere de le formuler est de dire que la donnee d'un mor- 
phisme de A[m]@X vers A n'est autre que la donnee d'un morphisme de X 
vers A m (ao, . . . , a m ) pour un certain (a®, . . . , a m ) m+l-uplet d'objets de A. 
Avec ce qui precede, on peut aisement construire l'isomorphisme cherche et 
montrer qu'il est naturel en X et A. 

2) La demonstration est presque identique a celle du 1). Cette fois-ci, l'ob- 
jet (T(m)0X) n est le coproduit de T(m) avec un exemplaire de X pour 
chaque morphisme de n dans m se factorisant par l'un des morphismes de 
faces principales de 1 dans m qui a et 1 associe i et i+i, pour i compris entre 
et m-1. Pour des raisons similaires a celles du 1), se donner un morphisme de 
T(m)QX vers A, c'est se donner m morphismes de X vers A±, un pour chaque 
face principale, et tel que leurs composees avec le morphisme A\ — > Aq x Aq, 
induit par source et but, sont constantes et ont pour valeur les deux objets 
correspondants par l'application de T(m) vers Aq. La encore, l'isomorphisme 
s'en deduit aisement et il est immediat de verifier sa naturalite en X et A. 

3) Ici aussi, il s'agit d'une simple verification. II faut juste remarquer que 
Ton passe de la donnee de X — > A rn pour A[m]9J ^ A k celle de 

X — > Ai Xa ■ ■ ■ X-Ao A\ pour T(m)0J — > A en composant la premiere donnee 

par le morphisme de Segal de A au cran m. 

CQFD. 

On peut reformuler la proposition ci-dessus en disant que, pour tout ob- 
jet C de C et pour tout entier n, le foncteur des C-precategories vers les 
ensembles qui a une C-precategorie A associe le coproduit, sur les m + 1- 
uplets (a , . . . ,a m ) d'objets de A, des ensembles de morphismes de C vers 
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A m (a , . . . ,a m ) est represente par A[m]@C. De meme, celui qui a A associe 
le coproduit, sur les m + 1-uplets (a , . . . , a m ) d'objets de A, des ensembles 
de morphismes de C vers Ai(ao,ai) x . . . x A\(a m -i, a m ) est represente par 
T(m)eC. 

Comme on l'a vu, le fait que les C-precategories aient leurs ensembles 
d'objets discrets entraine une condition de Constance sur les morphismes de X 
vers A m pour qu'ils proviennent d'un morphisme de A[m]8J vers A. II en est 
de meme avec T(m). Afin de simplifier cette condition de Constance, donnons 
une condition sur X pour laquelle tout morphisme de X vers A m ou A\ x^ 
. . . x Ao Ai verifie la Constance sur le produit des A de la proposition 13.2.51 
Cette condition sera une generalisation de la connexite. 

Definition 3.2.6 Soit C une categorie admettant un objet final. Un objet X 
de C est connexe s'il verifie la propriete que tout morphisme de X vers un 
objet discret se factorise par V objet final. 

Lemme 3.2.7 Soit C une categorie discretisante possedant les coproduits et 
les produits fibres au-dessus d'un objet discret. Soient X un objet quelconque 
de C et A une C-precategorie. Tout morphisme dans C de X vers A m ou 
Ax Xa . . . Xa Ai se factorisant a travers un objet connexe verifie la condition 
de la proposition \3.2.& et done correspond univoquement a un morphisme de 
A[m]6X ou de Y(m)QX vers A. 

Preuve : 

On etend le morphisme de X vers A m ou A\ . . . x a Ai a l'objet discret 
Aq x . . . x Aq en composant par les morphismes induits par les applications 
sommets. Comme le morphisme de X vers A m ou^iX^^.x^A! se factorise 
a travers un objet connexe X', son extension se factorise en un morphisme de 
X vers X' suivi d'un morphisme de X' vers A x . . . x A . Par definition d'objet 
connexe, le morphisme de l'objet connexe X' vers l'objet discret Aq x . . . x Aq se 
factorise a travers l'objet final et done l'extension a Aq x . . . x Aq du morphisme 
de X vers A m ou A\ x^ . . . x^ A\ aussi, comme composee d'un morphisme 
se factorisant a travers l'objet final. Ceci montre que le morphisme de X vers 
A m ou Ai x Ao . . . x Ao Ai verifie la condition de la proposition 13.2.51 
CQFD. 

Montrons maintenant que, dans C — VC, la notion de connexite possede 
une caracterisation simple. 

Lemme 3.2.8 Soient C une categorie discretisante, Une C-precategorie A est 
connexe si et seulement si, pour tout couple d'objets (a,b) de A, il existe un 
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entier m et une suite d'objets (a , . . . , a m ) de A allant de a a b tel que, pour 
i allant de a m-1, A 1 (a i ,aj + i) est non vide. (On dira alors que a et b sont 
relies.) 

Preuve : 

Soit A une C-precategorie verifiant la caracterisation ci-dessus et montrons 
que A est connexe. Soit / : A — > B un morphisme de C-precategories avec 
B discret. Soient a et a' deux objets de A. Par hypothese sur A, alors il ex- 
iste une suite (ao, . . . ,a m ) d'objets de A allant de a a a', pour un certain 
m, et tel que, pour i allant de a m-1, Ai(a,i, Oj+i) est non vide. Done son 
image par /, Si(/(aj), /(cij+i)), est non vide. Or B est discret done il vient 
que /(aj) et /(aj+i) sont egaux. Comme les /(aj) sont egaux deux-a-deux, 
alors ils sont tous egaux a un certain objet b de B. En particulier, a et a' ont 
meme image par /. Done f est constante (a valeur b). De ce fait, tous les 
A n (a , . . . , a n ) ont pour image B n (b, . . . , b) et done A n qui en est le coproduit 
(car C est discretisante) aussi et ceci quelque soit n. Done A a pour image le 
sous-ensemble {b} de B et done / est constant a valeur {&}. Ce qui montre 
que A est connexe. 

Soit A une C-precategorie ne verifiant pas la caracterisation ci-dessus et 
montrons que A n'est pas connexe. Par hypothese, il existe deux objets a et 
a' de A tels que pour tout entier m et pour toute suite d'objets (a , . . . , a m ) 
allant de a a a', on a qu'il existe i entre et m-1 tel que Ai(ai,a i+ i) soit 
vide. En particulier, ceci entraine que tout objet relie a a n'est pas relie a 
a' et reciproquement. On va construire un morphisme de A vers de la 

maniere suivante. On envoie tous les objets relies a a sur un exemplaire de 
l'objet final, notons-le *i, et les autres objets sur l'autre exemplaire de l'objet 
final, notons-le *2- Comme dans un m-simplexe tous les sommets sont relies 
entre eux par les aretes, par ce qui precede, il vient que les m-simplexes sont 
de deux types uniquement : ceux dont tous les sommets sont relies a a et ceux 
dont aucun sommet n'est relie a a. On envoie done les premiers sur *i et les 
seconds sur * 2 . Ceci nous definit bien un morphisme de C-precategories de 
A vers * ]J * qui par construction ne se factorise pas par l'objet final, ce qui 
montre que A n'est pas connexe. 
CQFD. 

Exemple 3.2.9 Dans EM SSXMV , la notion de connexite est caracterise par 
le lemme ci-dessus car les ensembles simpliciaux sont des C-precategories avec 
pour C la categorie des ensembles. 

Grace a cette notion de connexite et a sa caracterisation simple, nous allons 
pouvoir utiliser plus facilement les proprietes de la construction O qui nous 
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permettra de caracteriser les C-categories faciles et les equivalences faciles 
de C-categories faciles par des proprieties de relevements vis-a-vis de fleches 
construites a partir des A[m]QX, des T(m)QX et des families de fleches 
caracterisant objets regaux faciles et alliances faciles. 
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3.3 Fleches generatrices des C-categories faciles 



Par definition, une C-categorie facile a ses niveaux qui sont des objets 
regaux faciles et ses morphismes de Segal qui sont des alliances faciles d'objets 
regaux faciles. Ainsi si A est une C-categorie facile, pour tout entier m, A m 
est un objet regal facile done possede la propriete de relevement a droite par 
rapport a la famille T\. Par la construction 9 precedente (et sous certaines 
conditions de connexite), ceci revient a dire que A a la propriete de relevement 
a droite par rapport aux fleches de la forme A[m]@/ ou / decrit T\. II reste 
done a formuler par propriete de relevement que les morphismes de Segal sont 
des alliances faciles. C'est ce que va faire la construction Boit m (g) que nous 
donnons ci-dessous. 

Definition 3.3.1 Soit C une categorie discretisante possedant les coproduits 
et les sommes amalgamees. Soient m un entier et g : E — > F un morphisme 
de C. On definit la fleche Boit m (g) de la maniere suivante. Considerons le 
diagramme suivant : 



On note B(m,g) la somme amalgamee de T(m)6F avec A[m]QE au-dessus 
de T(m)QE. L'exterieur du diagramme commute car *Q* est un bifoncteur, 
done il existe un unique morphisme de B(m,g) vers A[m]QF que Von a note 
Boit m (g). 

Lemme 3.3.2 SoitC une categorie discretisante possedant les coproduits, les 
produits fibres au-dessus d'un objet discret et les sommes amalgamees. Soient 
A une C-precategorie, m un entier et g : E — > F un morphisme de C. Con- 




i m QE 



T(m)Qg 



A[m]eF 
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siderons le diagramme commutatif suivant : 



E 



(II) 9 



Segal 



F ► Ai x Ao ... x Ao A Y 

Si le but de g est connexe, alors ce diagramme equivaut au diagramme suivant 

B{m,g) - A 



Boit m (g) 



.■■ 3 



(//') 



A\m]eF 



Preuve : 

Comme le but de g est connexe, en appliquant le lemme 13.2.71 et la proposi- 
tion la partie solide du diagramme (II) devient : 

T(m)QE A\m]QE 



T(m)<dg 



T(m)0F 




Comme la partie solide du diagramme (II) equivaut a la commutativite de la 
partie exterieure du diagramme ci-dessus, il existe bien un unique morphisme 
de B{m,g) vers A. C'est ce morphisme qui traduit done la partie solide du 
diagramme (II). Comme F est connexe, en appliquant le lemme 13.2.71 et la 
proposition 13.2.51 au relevement du diagramme (II), on obtient le relevement 
du diagramme (II')- 
CQFD. 
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Avec cette nouvelle construction Boit m (g) qui represente au niveau des 
C-precategories ce qui se passe au niveau des morphismes de Segal et avec la 
construction A[m]0* qui represente au niveau des C-precategories ce qui se 
passe au niveau m des C-precategories, nous sommes en mesure de donner les 
fleches generatrices des C-categories faciles. 

Definition 3.3.3 Soit (C,JF 1? JF 2 ) une donnee de Segal proto-facile dont la 
categorie sous-jacente C possede les coproduits et les sommes amalgamees. 
On definit la famille TQ\ des fleches generatrices de C-categories faciles de 
type 1 comme la famille des morphismes de la forme A[m]Qf, avec m un 
entier strictement positif et f une fleche de T\. 

On definit la famille TQ1 des fleches generatrices de C-categories faciles de 
type 2 comme la famille des morphismes de la forme Boit m (g), avec m un 
entier superieur ou egal a deux et g une fleche de JF 2 . On note TQ\ la reunion 
des deux families TQ\ et TQ1. 

On appelle les morphismes de TQ\ les fleches generatrices de type 1, car ce 
sont celles qui caracterisent la condition 1) de la notion de C-categorie facile. Et 
les morphismes de TQ1 sont nommes les fleches generatrices de type 2 car ce 
sont celles qui caracterisent la condition 2) de la notion de C-categorie facile. 
La famille TQi, reunion des families TQ\ et TQ2, est nominee famille des 
fleches generatrices des C-categories faciles, car ce sont bien par rapport a ces 
fleches que les C-categories faciles se relevent, comme le montre la proposition 
ci-dessous. 

Proposition 3.3.4 Soit (C,JF 1? JF 2 ) une donnee de Segal proto-facile dont la 
categorie sous-jacente C possede les coproduits et les sommes amalgamees et 
telle que les sources et buts des fleches de la famille T\ soient connexes ainsi 
que les buts de la famille JF 2 . 

Une C-precategorie A est une C-categorie facile si et seulement si elle a la 
propriete de relevement a droite par rapport a la famille TQ\ et par rapport a 
la famille TQ1. 

Preuve : 

Tout d'abord, explicitons la definition de C-categorie facile. Une C-precate- 
gorie A est une C-categorie facile si : 

- l)pour tout entier m, A m est une categorie facile dans C, c'est-a-dire 
possede la propriete de relevement a droite par rapport aux fleches de 
la famille T\. 

- 2)pour tout entier m superieur ou egal a deux, le morphisme de Segal 
A m — > Ai Xa - ■ ■ x^o^-i es f une equivalence facile d'objets regaux faciles, 
c'est-a-dire possede la propriete de relevement a droite par rapport aux 
fleches de la famille JF 2 . 
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La condition 1) se traduit par le diagramme suivant 

C >- A m 



(I) f 



D 



La condition 2) se traduit par le diagramme suivant : 

E >► A m 



{II) 9 



Segal g G Ti 



Ai x 



A 



. . . X 



A 



A, 



Comme les sources et buts des fleches de T\ sont connexes, en appliquant suc- 
cessivement le lemme 13.2.71 et la proposition 13.2.51 le diagramme (I) equivaut 
au diagramme suivant : 



A[m]QC 



A 



A[m]Qf 



(-0 



A[m]QD 



Ceci montre que la condition 1) est verifiee si et seulement si le diagramme 
(I') se releve. 

Comme en outre les buts des fleches de Ti sont connexes alors par le lemme 
precedent, il vient que le diagramme (II) equivaut au diagramme (IF) du 
lemme precedent. Ceci montre que la condition 2) est verifiee si et seulement 
si le diagramme (IL) se releve. 
CQFD. 

Exemple 3.3.5 Pour les families de fleches prises dans I 'exemple AS. 1 . S\ pour 
£ MSSXM.V , on a que leurs buts sont connexes car les m-simplexes standards 
sont connexes au sens de l'exemple \3.2.9l 

Passons maintenant a la caracterisation par relevement des equivalences 
faciles de C-categories faciles. 
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Definition 3.3.6 Soit (C, jFi, JF2) une donnee de Segal proto-facile dont la 
categorie sous-jacente C posse.de les coproduits. On definit la famille TQ2 des 
fleches generatrices d 'equivalences faciles comme la famille constituee de I 'in- 
clusion — > * et des morphismes A[l]<dg, avec g une fleche de JF 2 . 

Proposition 3.3.7 Soit {C,J-\,J-2) une donnee de Segal proto-facile dont la 
categorie sous-jacente C possede les coproduits et telle que les buts des fleches 
de la famille JF 2 soient connexes. Un morphisme f : A — > B de C-cate- 
gories faciles est une equivalence facile de C- categories faciles si et seulement 
si f a la propriete de relevement a droite par rapport aux fleches de la famille 

Preuve : 

Un morphisme / : A —>■ B de C-categories faciles est une equivalence facile de 
C-categories faciles si : 

- 1') fo est surjective, 

- 2') pour tout couple (x, y) d'objets de A, le morphisme dans C fi(x,y) : 
Ai(x, y) — > Bi(f(x), f(y)) est une equivalence facile d'objets regaux faciles 
dans C, c'est-a-dire se releve a droite par rapport aux fleches de la famille 
T 2 . 

La condition 1') se traduit simplement par le diagramme suivant : 



(HI) 




La condition 2') se traduit par le diagramme suivant : 

E »A x {x,y) 



(IV) g 



fi(x,y) geF 2 



B 1 (f(x),f(y)) 



Comme les buts des fleches de la famille T2 sont connexes, en utilisant le 
lemme lT2.7l et la proposition ^. 2. 5[ le diagramme (IV) equivaut au diagramme 
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suivant 



A[1]0£ 



A 



A[l}Qg 



/ {TV) 



A[1]0F 



5 



CQFD. 



Les deux propositions precedentes nous assurent done que les C-categories 
faciles et les equivalences faciles sont caracterisees par des proprietes de releve- 
ment. Ainsi on a muni la donnee de Segal des C-categories de deux families 
TQ\ et TQi definissant par relevement les C-categories faciles et les equi- 
valences faciles de C-categories faciles. II est alors tout naturel de se demander 
si avec ces families la donnee de Segal des C-categories n'est pas une donnee 
de Segal proto-facile. Pour cela on va d'abord montrer que les proprietes de 
connexite que Ton demande aux families T\ et JF 2 sont aussi valables sur TQ\ 



Lemme 3.3.8 Soit (C, JFi, JF 2 ) une donnee de Segal proto-facile dont la cate- 
gorie sous-jacente C possede les coproduits et les sommes amalgamees et telle 
que les sources et buts des fleches de la famille T\ soient connexes non vides 
ainsi que les buts de la famille JF 2 . Alors les sources et buts de TQ\ sont 
connexes non vides ainsi que les but de TQ2- 



Tout d'abord remarquons qu'en dehors de l'inclusion — > *, dont le but est 
bien connexe et non vide, la famille TQi est de la forme A[l]0g. Remarquons 
ensuite que (A[m]QX)i(x,y) et (T(m)QX)i(x, x + 1) ne sont autres qu'un 
exemplaire de X (celui qui est associe a l'application de 1 dans m qui a et 1 
associe x et y, respect ivement x et x+1). Done si X est non vide, il vient que 
A[m]<S)X et Y(m)0X sont connexes. Leurs ensembles d'objets etant non vides, 
ils sont eux-memes non vides. Comme par hypothese sur la donnee de Segal 
proto-facile, pour tout morphisme / : C — > D dans T\, C et D sont connexes 
non vides, alors A[m]Qf : A[m]QC — > A[m]QD a bien sa source et son but 
connexes et non vides. Ceci montre que les fleches de TQ\ ont leurs sources et 
buts connexes non vides. De meme, les buts des fleches g : E — > F de JF 2 sont 
connexes et non vides, done les buts des fleches A[l]0g : A[l]QE — > A[1]0F 
et Boit m (g) : B{m,g) — > A[m]0F ont aussi leurs buts connexes et non vides. 
Ainsi les buts de fleches de TQ2 sont connexes non vides. Enfln on remarque 



et TQ 2 . 



Preuve : 
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que B(m, g)i(xi, x i+ i) n'est autre qu'un exemplaire de F et done B(m,g) est 
connexe non vide. Ainsi les sources et buts des fleches de TQ2 sont connexes 
non vides. 
CQFD. 

Lemme 3.3.9 Soit (C,jF l5 jF 2 ) une donnee de Segal proto- facile dont la cate- 
gorie sous-jacente C posse.de les coproduits et les sommes amalgamees et telle 
que les sources et buts des fleches de la famille T\ soient connexes non vides 
ainsi que les buts de la famille JF 2 . Alors la donnee de Segal C — VC definie 
dans le lemme \1.4- 7| munie des families TQ\ et TQ2 constitue une donnee de 
Segal proto-facile. 

Preuve : 

Montrons tout d'abord que les families TQ\ et TQ2 sont des ensembles. 
Comme (C, T\,T<i) est une donnee de Segal proto-facile, les families T\ et JF 2 
sont par definition des ensembles. Or TQ\ est constitute des fleches de type 
A[n]Qf et Boit m (g) avec / decrivant T\, g decrivant Ti et m et n decrivant N. 
Done TQ\ est done bien un ensemble comme reunion denombrable d'ensem- 
bles. De meme, comme TQi est constitute des fleches de type A[l]0g avec g 
decrivant Ti et de la fleche — > *, e'est un ensemble comme reunion d'ensem- 
bles. Done les families TQ\ et TQ2 sont des ensembles. 

Par la proposition 13.3.41 les C-precategories ayant la propriete de relevement 
a droite par rapport a la famille TQ\ sont des C-categories faciles et done des 
C-categorie par le lemme 13". 1.71 ce qui donne la premiere partie de la propriete 
8. De meme par la proposition 13.3.71 les morphismes de C-categories faciles 
ayant la propriete de relevement a droite par rapport a la famille TQi sont 
des equivalences faciles de C-categories faciles et done des equivalences de C- 
categories par le lemme 13.1.71 ce qui donne la premiere partie de la propriete 
10. Comme les produits fibres au-dessus d'un objet discret dans C — VC ou 
dans sa categorie de morphismes se calculent niveau par niveau et que les 
objets regaux faciles et les equivalences faciles d'objets regaux faciles sont 
stables par produit fibre au-dessus d'un objet discret, par les proprietes 8) 
et 10) de la donnee de Segal proto-facile (C,JF 1; JF 2 ), on obtient que les C- 
categories faciles et les equivalences faciles de C-categories faciles sont stables 
par produit fibre au-dessus d'un objet discret. Comme par les lemmes 13.3.41 
et 13.3.71 les C-categories faciles sont les objets ayant la propriete de relevement 
a droite par rapport a TQ\ et les equivalences faciles de C-categories faciles 
sont les morphismes de C-categories faciles ayant la propriete de relevement a 
droite par rapport a TQi-, les secondes parties des proprietes 8 et 10 sont done 
bien verifiees. Par le lemme 13.3.81 les sources des morphismes de la famille 
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TQ\ sont connexes et done tout morphisme de la source d'un morphisme de 
TQi vers un objet discret se factorise par l'objet final. De fait les C-precate- 
gories discretes ont la propriete de relevement a droite par rapport a TQ\, ce 
qui donne la propriete 9. 
CQFD. 

Nos C-categories faciles etant caracterisees par une propriete de relevement 
par rapport a une famille de fleches, on va done pouvoir appliquer toute 
la machinerie developpee au chapitre precedent pour obtenir le precede de 
categorisation tant recherche. 
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3.4 Construction Cat 



Nous avons montre dans la section precedente que la notion de C-cate- 
gorie facile est simple a manipuler car elle est caracterisee par des proprietes 
de relevements. En effet, on a montre que les C-precategories jF^ 1 -injectives 
correspondent exactement aux C-categories faciles. L'idee pour categoriser est 
done de prendre la jFC/j-injectivisation des C-precategories. Ainsi on obtiendra 
une C-categorie facile associee a travers laquelle tout morphisme de notre C- 
precategorie vers une C-categorie facile se factorisera. La seule ombre a ce 
tableau idyllique est que Ton veut que ce procede preserve 1'homotopie, ce 
que Ton est incapable de montrer directement. Aussi a-t-on vu au chapitre 
precedent l'interet d'une I-injectivisation possedant la propriete d'unicite de la 
factorisation des morphismes a but I-injectifs. Comme au chapitre precedent, 
on va construire une telle jFC^-injectivisation en se servant de la notion de 
marquage partiel des C-precategories, qui n'est autre que la notion d'objet 
partiellement J-Qi-maxquee. 

Definition 3.4.1 Soit (C, JFi, JF2) une donnee de Segal proto-facile dont la 
categorie sous-jacente C possede les coproduits et les sommes amalgamees et 
telle que les sources et buts des fleches de la famille T\ soient connexes ainsi 
que les buts de la famille JF 2 . Une C-precategorie partiellement marquee est 
la donnee d'un couple (A,fi), ou A est une C-precategorie et fi une fonction 
d'un ensemble de diagrammes solides de type (F) et (IF) pour A qui associe a 
chaque diagramme solide de cet ensemble un relevement, que Von dira marque. 
Par abus de langage, on dit qu'un diagramme appartient a fi pour dire qu'il 
appartient au domaine de definition de la fonction \x et done qu 'on lui a choisi 
un relevement. 

On remarque que si A est totalement marquee (i.e. [i contient tous les 
diagrammes des fleches generatrices de C-categories faciles vers A) alors A 
a bien evidemment la propriete de relevement a droite par rapport a toutes 
les fleches generatrices de C-categories faciles, ce qui fait de A une C-cate- 
gorie facile pour laquelle tous les relevements sont marques, e'est ce qu'on 
appelle une C-categorie marquee. 

Definition 3.4.2 Soit (C,JF 1? JF 2 ) une donnee de Segal proto-facile dont la 
categorie sous-jacente C possede les coproduits et les sommes amalgamees et 
telle que les sources et buts des fleches de la famille T\ soient connexes ainsi 
que les buts de la famille JF 2 . Une C-categorie marquee est la donnee d'un 
couple (A,fi), ou A est une C-categorie facile et ji une fonction de U ensemble 
des diagrammes solides de type (V) et (IF) pour A qui a chaque diagramme 
solide associe un relevement. 
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Les notions de C-precategorie totalement marquee et de C-categorie marquee 
sont equivalentes, comme on l'a vu plus haut. II nous reste done a definir ce 
que sont les morphismes de C-precategories partiellement marquees. 

Definition 3.4.3 Soit (C,JF 1; JF 2 ) une donnee de Segal proto-facile dont la 
categorie sous-jacente C possede les coproduits et les sommes amalgamees et 
telle que les sources et buts des fleches de la famille T\ soient connexes ainsi 
que les buts de la famille Ti- Un morphisme f : A — > B entre les C-precate- 
gories partiellement marquees (A, fx) et (B, v) est un morphisme de C-precate- 
gories partiellement marquees si, pour tout diagramme de fi, son prolongement 
par f est un diagramme de v. On dit que le morphisme preserve le marquage. 
Un morphisme de C-categories marquees n'est autre qu'un morphisme de C- 
precategories partiellement marquees. 

f 



X 



A 



X 



h 



.4 



/ 



B 



e v 



o r 



Y Y 

On obtient ainsi deux categories : C — VC m , la categories des C-precate- 
gories partiellement marquees et sa sous-categorie pleine C — C m des C-cate- 
gories marquees. Tout d'abord, remarquons qu'une meme C-categorie facile 
peut avoir plusieurs marquages differents et ainsi peut donner lieu a plusieurs 
C-categories marquees, il en va de meme pour les C-precategories. Ainsi nos 
deux nouvelles categories ne sont pas des sous-categories de C — VC. En re- 
vanche, elles sont toutes deux munies d'un foncteur Oubli vers C — VC qui est 
fidele mais n'est pas plein car tout morphisme ne preserve pas le marquage. 
En outre on a vu que la notion de C-categorie facile n'est pas stable par limite 
mais en revanche celle de C-categories marquees l'est. 

Lemme 3.4.4 Soit {C,T\,T-i) une donnee de Segal proto-facile dont la cate- 
gorie sous-jacente C possede les coproduits, les limites et les sommes amal- 
gamees et telle que les sources et buts des fleches de la famille T\ soient 
connexes ainsi que les buts de la famille JF 2 . La categorie C — C m des C-cate- 
gories marquees avec les morphismes preservant les marquages possede les 
limites. 

Preuve : application directe du lemme 12.1.51 ! 



Cette notion de marquage va nous permettre de definir un procede de 
categorisation qui a une C-precategorie va associer une C-categorie marquee, 
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procede qui non seulement sera fonctoriel mais servira d'adjoint au foncteur 
Oubli des C-categories marquees vers les C-precategories. On nommera ce 
procede Cat. Pour definir Cat, on va se servir de la construction E§ definie 
au chapitre precedent avec pour $ la famille TQ\. Toutefois si Ton veut que 
le procede ainsi defini jFC^-injectivise bien, c'est-a-dire categorise bien, il faut 
que les fleches de $, ici de TQ\, ait des proprietes de petitesse et que les $- 
cofibrations soient des monomorphismes. Le lemme suivant nous montre que 
si les families T\ et Ti de la donnee de Segal proto-facile ont leurs sources et 
buts petits alors TQ\ aussi. 

Lemme 3.4.5 Soit (C, jFi, JF2) une donnee de Segal proto-facile dont la cate- 
gorie sous-jacente possede les coproduits et les sommes amalgamees et verifie 
les deux proprietes suivantes : 

-les sources et buts des fleches de la famille T\ sont connexes ainsi que les 
buts de la famille T2, 

-il existe un cardinal transfini regulier strictement superieur a Ko, que Von 
notera a, pour lequel tout morphisme de T\ et Ti a sa source et son but a- 
petits au sens \2.3.7\ 

Alors tout morphisme de TQ\ et TQ2 a aussi sa source et son but a-petits. 
Preuve : 

Par construction, (A[m]9X)„ et (T(m)6X)„ sont des sommes amalgamees 
d'un ensemble fini avec un coproduit fini d'exemplaire de X. Si X est a-petit 
alors (A[m]9X) n et (T(m)0X) n aussi, par le lemme |2".3.4I et. comme on a 
pris a regulier et strictement superieur a Kq, par le lemme I2.3.bl A[m]9X et 
T(m)6X sont a-petits ainsi que B(m,g), somme amalgamee des precedents, 
si g est a-petite. Comme, par ailleurs, 1'inclusion — » * a sa source et son 
but K -petits, les ensembles TQ\ et TQ2 ont bien leurs morphismes ayant les 
sources et buts a-petits. 
CQFD. 

Un des corollaires de ce lemme est que la famille TQ\ permet 1' argu- 
ment du petit objet. Ainsi les jFC^-cofibrations sont des retracts de colim- 
ites sequent ielles transfinies de sommes amalgamees de fleches de TQ\. Mon- 
trons alors que si les retracts de colimites sequentielles transfinies de sommes 
amalgamees de fleches de T\ et de JF 2 sont des monomorphismes, alors les 
^-"^i-cofibrations sont des monomorphismes. 

Lemme 3.4.6 Soit (C,^,^) une donnee de Segal proto-facile dont la cate- 
gorie sous-jacente possede les colimites et verifie les trois proprietes suivantes : 
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-les sources et buts des fleches de la famille T\ sont connexes ainsi que les 
buts de la famille T%, 

-il existe un cardinal transfini regulier strictement superieur a K , que Von 
notera a, pour lequel tout morphisme de T\ et JF 2 a sa source et son but 
a-petits au sens \2.Sty 

-les T\ U JF 2 U {0 — > *}-cofibrations sont des monomorphismes. 

Alors les TQ\ U J r Q 2 -cofibrations sont des monomorphismes. 
Preuve : 

Par le lemme precedent, les families TQ\ et TQ2 permettent l'argument du 
petit objet et done la famille reunion TQ\ U TQi aussi. Ceci permet de car- 
acteriser les TQ\ U jF(? 2 -cofibrations comme les retracts de colimites sequen- 
tielles transfinies de sommes amalgamees de fleches de TQ\ U TQ 2 - Or niveau 
par niveau, les fleches de TQ\^TQ2 sont des coproduits de fleches de ^U^U 
{0 — > *}. Ainsi nos TQ\ U jF^ 2 -cofibrations sont done niveau par niveau des 
retracts de colimites sequentielles transfinies de sommes amalgamees de fleches 
de T\ U Ti U {0 — > *}, done ce sont niveau par niveau des T\ U JF 2 U {0 — > *}- 
cofibrations. Or par hypothese, les T\ U JF 2 U {0 — > *}-cofibrations sont des 
monomorphismes. Done les TQ\ U ^-"^ 2 -cofibrations sont niveau par niveau 
des monomorphismes. Comme C — VC est une categorie de prefaisceaux sur C, 
les monomorphismes de C — VC sont les monomorphismes niveau par niveau. 
Ainsi les TQ\ UJF^ 2 -cofibrations sont bien des monomorphismes dans C — VC. 
CQFD. 

Exemple 3.4.7 Les m-simplexes standards et leurs bords ayant un nombre 
fini de simplexes non degeneres sont 'R -petits et done, avec les families de 
fleches choisies dans V 'exemple EM SSXM.V verifie Vhypothe.se de pe- 
titesse de la proposition-definition de Cat ci-dessous. 

En outre les families de fleches de V exemnle YS . 1 . "A sont des monomorphismes. 
De plus dans EMSSIM.V , — ► * est un monomorphisme et les monomor- 
phismes sont stables par retract, somme amalgamee le long d'un morphisme, 
coproduit et comilite sequentielle transfinie. Ainsi Vhypothe.se concernant les 
monomorphismes de la proposition- definition de Cat ci-dessous est verifiee 
egalement. 

Nous avons maintenant tous les elements en main pour pouvoir donner la 
proposition-definition du procede de categorisation Cat. 

Proposition 3.4.8 (-definition) Soit {C,J-\,J-2) une donnee de Segal proto- 
facile dont la categorie sous-jacente est cocomplete et verifie les trois proprietes 
suivantes : 
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-les sources et buts des fleches de la famille T\ sont connexes ainsi que les 
buts de la famille T%, 

-il existe un cardinal transfini regulier strictement superieur a No, que Von 
notera a, pour lequel tout morphisme de T\ et JF 2 a sa source et son but 
a-petits au sens \2.3^K 

-les T\ U JF 2 U {0 — > *}-cofibrations sont des monomorphismes. 

II existe un foncteur Cat des C-precategories vers les C - categories faciles mar- 
quees muni d'une transformation naturelle can entre I'identite des C-precate- 
gories et la composee de Cat avec le foncteur Oubli des C-categories faciles 
marquees vers les C-precategories ayant la propriete universelle suivante : 

pour tout morphisme f : A — > B d'une C-precategorie quelconque A vers 
une C-categorie marquee (B,X), il existe un unique morphisme f de Cat(A) 
vers B preservant le marquage et dont la precomposition par can a est f . 

f 

A »B 

can a 

/ 3[ f 
Cat{A) 

Preuve : 

Nous allons prendre pour foncteur Cat le plan d'addition de cellules E§ avec 
pour $ la famille TQ\. Les hypotheses sur la donnee de Segal proto-facile 
permettent de verifier les hypotheses des lemmes 13.4.51 et 13.4.61 ce qui nous 
donne que les morphismes de $ ont leurs sources et buts a-petit et que les 
$-cofibrations sont des monomorphismes. On peut alors appliquer la propo- 
sition I2.6.7[ qui nous dit que E§ est un foncteur a valeur dans les objets 
$-injectifs marques et que tout morphisme A — > B a but $-injectif marque 
se factorise de maniere unique a travers le morphisme naturel A — > E$(A) en 
un morphisme preservant le marquage. Or les objets $-injectifs marques ne 
sont autres que les C-categories faciles marquees, ce qui nous donne que Cat 
va dans les C-categories faciles marquees et verifie la propriete universelle. 
Enfin la transformation naturelle can est induite par le morphisme naturel 
A — > E${A). 
CQFD. 
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Comme on a pu le faire remarquer au sujet du plan d'addition de cellules 
E$, la factorisation ci-dessus s'applique aussi bien pour les C-categories faciles 
mais il n'y aura pas d'unicite de la factorisation a travers Cat(A). 

Corollaire 3.4.9 Soit (C,J-i,J-2) une donnee de Segal proto-facile dont la 
categorie sous-jacente est cocomplete et verifie les trois proprietes suivantes : 
-les sources et huts des fleches de la famille T\ sont connexes ainsi que les 
buts de la famille Ti, 

-il existe un cardinal transfini regulier strictement superieur a K 0; que Von 
notera a, pour lequel tout morphisme de T\ et Ti a sa source et son but 
a-petits au sens \2. J. 31 

-les T\ U JF 2 U {0 — > *}-cofibrations sont des monomorphismes. 

La construction Cat est un foncteur de C — VC vers C — C m qui est adjoint a 
gauche du foncteur Oubli, i.e. on a un isomorphisme naturel en A et (B,X), 
induit par le morphisme can a ■ 

Romc-cJCat(A), (B, A)) = Rom C -vc(A, Oubli((B, A))) 

De ce fait, le foncteur Cat preserve les colimites. 
Preuve : 

De la propriete universelle decoule l'unicite a isomorphisme pres de Cat (A), 
ce qui entraine que Cat est en fait un adjoint a gauche du foncteur Oubli des 
C-categories marquees vers les C-precategories. Enfin comme foncteur adjoint 
a gauche, Cat preserve les colimites. 
CQFD. 

On prendra bien garde que, contrairement aux limites, les colimites dans 
C — C m ne sont pas les colimites niveau par niveau dans C — VC des C-precate- 
gories sous-jacentes avec pour marquage la colimites des marquages. Par exem- 
ple, pour les (petites) categories, une colimite niveau par niveau de nerfs de 
categories n'est pas un nerf de categorie en general. 

Nous avons desormais un procede de categorisation Cat ayant de bonnes 
proprietes mais pas encore celle de preserver le type d'homotopie. Toutefois, il 
est interessant de recapituler les hypotheses faites sur la donnee de Segal proto- 
facile qui ont permis la construction Cat. Cela donnera lieu a la definition de 
donnee de Segal pre-facile et a une proposition montrant que, pour toute 
donnee de Segal pre-facile, il existe une categorisation de type Cat. 
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Definition 3.4.10 Une donnee de Segal pre- facile est une triplet (C, JFi, JF2) 
constitue d'une donnee de Segal C, dont la categorie sous-jacente est co- 
complete, et de deux families T\ et T2 de morphismes de C qui sont des 
ensembles satisfaisant les proprietes suivantes : 

8) Les objets de C ayant la propriete de relevement a droite par rapport a T\ 
sont des objets regaux et sont stables par produit fibre au-dessus d'un objet 
discret. 

9) Les objets discrets de C ont la propriete de relevement a droite par rapport 
a T\. 

10) Les morphismes qui ont la propriete de relevement a droite par rapport 
a T2 et dont la source et le but sont des objets regaux ayant la propriete 
de relevement a droite par rapport a T\ sont des alliances d 'objets regaux et 
le produit fibre, dans la categorie des morphismes, de deux tels morphismes 
au-dessus d'un objet discret a encore la propriete de relevement a droite par 
rapport a F 2 - 

11) Les sources et buts des fleches de la famille T\ sont connexes non vides 
ainsi que les buts de la famille JF 2 . 

12) II existe un cardinal transfini regulier strictement superieur a K , que Von 
notera a, pour lequel tout morphisme de T\ et JF 2 a sa source et son but 
a-petits au sens \2. 3.131 

13) Les T\ U T2 U {0 — > *}-cofibrations sont des monomorphismes. 

On remarque qu'ici nous avons demande en hypothese 11) en plus de la 
connexite des sources et buts des fleches generatrices leur non vacuite. Si la 
non vacuite des sources et buts des fleches generatrices est superflue pour 
assurer l'existence de Cat, en revanche c'est l'une des hypotheses permettant 
d'assurer que la donnee de Segal des C-categories munie des families TQ\ et 
TQ2 est une donnee de Segal proto-facile. Montrons maintenant qu'une donnee 
de Segal pre-facile donne bien lieu a un foncteur Cat. 

Proposition 3.4.11 Soit (C, J-'i, JF 2 ) une donnee de Segal pre-facile. Alors il 
existe un foncteur Cat de C — VC vers C — C m qui est adjoint a gauche du 
foncteur Oubli, i.e. on a un isomorphisme naturel en A et (B,X) : 

Romc-cJCat(A), (B, A)) = Hom c „ TC (A, Oubli((B, A))) 

De ce fait, le foncteur Cat preserve les colimites. 

Preuve : c'est juste une reformulation du corollaire precedent. 

On a deja vu que la categorie C — VC munie des C-categories, des equi- 
valences de C-categories et des families TQ\ et TQ2 forme une donnee de 
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Segal proto-facile. II est done interessant de savoir si cette donnee de Segal 
proto-facile est aussi une donnee de Segal pre-facile. 

Lemme 3.4.12 Soit (C,JF 1; JF 2 ) une donnee de Segal pre-facile. 

Alors la donnee de Segal C — VC definie dans le lemme \l-4- 7\ munie des 

families TQ\ et TQ2 constitue une donnee de Segal pre-facile. 

Preuve : 

On a deja montre dans le lemme 13.3.91 qu'avec les families TQ\ et .F(? 2 , 
la donnee de Segal sur C — VC des C-categories et equivalences de C-cate- 
gories forme une donnee de Segal proto-facile. II ne reste done plus qu'a mon- 
trer que C — VC est co complete et que les families TQ\ et TQi verifient les 
proprietes 11), 12) et 13). 

Tout d'abord, comme C — VC est une categorie de prefaisceaux sur la categorie 
C qui est cocomplete par hypothese, alors C — VC est cocomplete. En outre, 
par hypothese, les families T\ et JF 2 verifient la propriete 11) de connexite, 
done , par le lemme l3~.3.8[ les families TQ\ et TQi aussi. De meme, par hy- 
pothese, les families T\ et JF 2 verifient la propriete 11) ainsi que la propriete 
12) sur la petitesse, done , par le lemme l3~4.5l les families TQ\ et TQi verifient 
aussi la propriete 12). Enfin les families T\ et JF 2 verifient par hypothese les 
proprietes 11), 12) et 13), done, par le lemme l3".4.6[ les families TQ\ et TQi 
verifient bien la propriete 13) concernant les monomorphismes. 
CQFD. 

Grace a notre nouvelle notion de donnee de Segal pre-facile, nous avons 
assurer l'existence d'un foncteur de categorisation Cat adjoint au foncteur 
Oubli des C-categories faciles marquees vers les C-precategories. Cependant 
nous ne savons toujours pas si ce precede preserve le type d'homotopie, e'est- 
a-dire si pour toute C-precategorie A l'image par Cat du morphisme naturel 
cariA '■ A — > Cat(A) est une equivalence de C-categories. C'est l'objet du 
chapitre suivant que de resoudre ce probleme. 
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Chapitre 4 

Preservation du type 
d'homotopie par categorisation 
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Nous avons construit le procede de categorisation Cat qui est un adjoint 
au foncteur Oubli des C-categories faciles marquees vers les C-precategories. 
Cependant, pour que cette construction soit une bonne categorisation, nous 
lui demandons de preserver le type d'homotopie des C-precategories. Plus 
precisement, nous voulons que, pour toute C-precategorie A, l'image par Cat 
du morphisme naturel caiiA '■ A — ► Cat(A) soit une equivalence de C-cate- 
gories. Or il est tres difficile de montrer directement ce resultat. En nous 
appuyant sur la proposition 12.7.11 nous savons que si les equivalences de C- 
categories verifient certaines proprietes, dont celle de "trois pour deux", et 
si nous trouvons un procede de categorisation preservant l'liomotopie des C- 
categories, alors notre construction Cat preservera le type d'homotopie des 
C-precategories. 

C'est pourquoi nous allons debuter ce chapitre par montrer les proprietes 
que les equivalences de C-categories doivent verifier pour satisfaire les hy- 
potheses de la proposition 12.7.11 Puis nous poursuivrons cette partie par la 
recherche d'une nouvelle categorisation que l'on nommera Bigcat qui aura 
justement la propriete de preserver le type d'homotopie des C-categories. 
Comme cette recherche est assez compliquee, nous allons tout d'abord don- 
ner des constructions simples qui non seulement se comportent bien pour la 
composition finie et transflnie mais aussi formalisent la somme amalgamee 
avec les fleches generatrices de C-categories faciles. La bonne comprehension 
de ces constructions nous menera a des plans d'addition de certaines fleches 
generatrices de C-categories faciles qui ont la faculte de preserver l'homotopie 
des C-categories. Nous pourrons alors definir Bigcat comme un plan d'addi- 
tion forme de tels plans. Nous terminerons ce chapitre par l'application de la 
proposition 12. 7. II au triplet Cat, Bigcat, equivalences de C-categories. 
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4.1 Proprieties des equivalences de C-categories 



Commengons cette section en rappelant brievement la definition d'une 
equivalence de C-categories. Un morphisme / : A — > B entre C-categories est 
une equivalence de C-categories si : 

- l'application d'ensembles r (/) : Tq(A) — > r (B) est surjective, 

- pour tout couple (x,y) d'objets de A, le morphisme fi(x,y) : Ai(x,y) — > 
Bi(f(x),f(y)) est une alliance d'objets regaux. 

Parmi les proprietes demandees aux equivalences de C-categories par la propo- 
sition EHiTJ deux concernent des proprietes du genre "trois pour deux" et une 
demande que les isomorphismes soient des equivalences de C-categories. Nous 
avons deja cette propriete par le lemme IT .4. 71 Toutefois on va ici montrer un 
resultat plus general qui nous assure que les equivalences niveau par niveau, 
c'est-a-dire les morphismes de C-categories qui niveau par niveau sont des al- 
liances d'objets regaux, sont bien des equivalences de C-categories. Ce resultat 
sera souvent tres utile car dans de nombreux cas ou l'on aura a montrer qu'un 
morphisme est une equivalence de C-categories, en particulier pour montrer 
que Bigcat preserve l'homotopie des C-categories, on pourra se reduire a mon- 
trer que le morphisme est niveau par niveau une alliance d'objets regaux. 

Definition 4.1.1 Soit C une donnee de Segal. 

On appelle equivalence de C-categories niveau par niveau tout morphisme de 
C-categories f tel que : 

- fo est une bijection d'ensembles, 

- pour tout entier m > , f m est une alliance d'objets regaux. 

Lemme 4.1.2 Soit C une donnee de Segal. Alors les equivalences de C-cate- 
gories niveau par niveau sont des equivalences de C-categories. 

Preuve : 

Soit / : A — > B une equivalence de C-categories niveau par niveau. Comme fo 
est une bijection et que, pour tout entier m > 0, f m est une alliance d'objets 
regaux, alors, pour tout entier n > 0, t (/„) est une bijection car r envoie les 
alliances d'objets regaux et les bijections d'objets discrets sur des bijections 
ensemblistes. Ainsi Ti(f) est un isomorphisme de categories, ce qui entraine 
que ro(/) est une bijection. Done / est bien essentiellement surjective. 
Soit (a, a') un couple d'objets de A. Comme /i(a, a') n'est autre que le produit 
fibre de fi et de l'identite de l'objet final au-dessus de l'isomorphisme f x f 
et que les alliances d'objets regaux sont stables par produit fibre au-dessus 
d'un objet discret, il vient que fi(a,a') est une alliance d'objets regaux, et 
done / est bien pleinement fidele. 
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CQFD. 



Un des cas particuliers de ce lemme concerne les morphismes de C-cate- 
gories qui sont niveau par niveau des isomorphismes de C. Comme les iso- 
morphismes d'objets regaux sont des alliances d'objets regaux, les isomor- 
phismes niveau par niveau sont bien des equivalences de C-categories niveau 
par niveau, done par le lemme ce sont des equivalences de C-categories. Ceci 
est une autre maniere de montrer que les isomorphismes de C-categories sont 
des equivalences de C-categories, ce qui est Tune des trois hypotheses sur les 
equivalences de C-categories de la proposition 12.7.11 Montrons maintenant les 
deux autres qui sont du type "trois pour deux". 

Lemme 4.1.3 Soit C une donnee de Segal verifiant les proprietes suivantes : 

1) La categorie sous-jacente C est une categorie de modeles fermee dont tous 
les objets sont cofibrants. 

2) Les alliances d'objets regaux sont exactement les equivalences faibles de la 
categorie de modeles fermee C entre objets regaux. 

3) Le foncteur r est tel que, pour tout objet C de C, t (C) est un quotient de 
V ensemble des morphismes dans C de V objet final vers C . 

4) LI existe un objet regal contractile K muni de deux morphismes de V objet 
final vers K notes et 1, et ayant la propriete suivante : pour tout couple 
(f,g) de morphismes de I 'objet final vers un objet regal C tel que leurs images 
par To soient egales, il existe un morphisme de K vers C envoyant sur f et 
1 sur g. 

5) Les equivalences faibles de C sont stables par produit dans la categorie des 
morphismes de C. 

6) Le produit fibre d'une equivalence faible entre objets regaux le long d'une 
fibration est une equivalence faible. 

Alors les equivalences de C-categories verifient la propriete de "trois pour 
deux", i.e. pour tout couple (f,g) de morphismes de C-categories composables, 
si deux morphismes parmi f, g et go f sont des equivalences de C-categories, 
alors le morphisme restant est aussi une equivalence de C-categories. 

Preuve : 

Soient / : A — » B et g : B — > C deux morphismes de C-categories. Sup- 
posons d'abord que f et g sont des equivalences de C-categories. On a done 
par propriete du foncteur To que To(/) et To(g) sont des bijections et done 
T o{g f) — r o(g) ° r o(/) est une bijection comme composee de bijections, 
ce qui rend go f essentiellement surjective. En outre, pour tout couple (a, a') 
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d'objets de A, on a fi(a, a') et <7i(/(a), f(a')) alliances d'objets regaux et done, 
par hypothese 2), ce sont des equivalences faibles. Comme C est une categorie 
de modeles fermee et done verifie l'axiome "trois pour deux", il vient que 
(9 f)i( a , a ') es t une equivalence faible entre objets regaux, et par 2), une 
alliance d'objets regaux. D'ou g o f est pleinement fidele. On a done montre 
que si / et g sont des equivalences de C-categories, alors g o / aussi. 

Supposons maintenant que go f et g sont des equivalences de C-categories. 
Alors on a r (g o /) et r (g) bijectifs, ce qui entraine que r (/) aussi. De 
meme, pour tout couple (a, a') d'objets de A, (g o /) 1 (a, a') et <7i(/(a), f(a')) 
sont des alliances d'objets regaux et done par 2) des equivalences faibles, d'ou, 
par l'axiome "trois pour deux" verifie par la categorie de modeles fermee C, 
fi(a,a') est aussi une equivalence faible entre objets regaux, done par 2) une 
alliance d'objets regaux. Ceci montre que si g o f et g sont des equivalences 
de C-categories, alors / aussi. 

Supposons enfin que go/ et / sont des equivalences de C-categories. Comme 
pour le cas precedent, on a r (gof) et r (/) bijectifs, ce qui entraine que T (g) 
aussi et done que g est essentiellement surjective. On veut maintenant montrer 
que pour tout couple (b,b') d'objets de B, gi(b,b') est une alliance d'objets 
regaux. On remarque tout d'abord que comme / est essentiellement surjective, 
il existe a et a' objets de A tels que f(a) soit equivalent a b et f(a') equivalent 
a b'. Or fi(a, a') et (go f)i (a, a') sont des alliances d'objets regaux et done par 
2) des equivalences faibles, d'ou, par l'axiome "trois pour deux" verifie par la 
categorie de modeles fermee C, gi(f(a), f(a')) est aussi une equivalence faible 
entre objets regaux, done par 2) une alliance d'objets regaux. Nous cherchons 
done a transmettre cette propriete a g\(b, b') a travers les equivalences d'objets 
f(a) ~ b et f(a') ~ V . 

Pour ce faire, nous allons construire, pour tout objet x de A, un foncteur 
F de la categorie comma (x,Ti(A)) vers Ho — C la categorie homotopique 
de C, qui a un objet y de (x,A) associe le remplacement fibrant de A\(x, y), 
que Ton notera A{(x,y). Soit / un morphisme de l'objet final vers Ai(y,z) 
representant d'une classe de (x,Ti(A)), nous voulons definir F(f). 

Considerons le morphisme de Segal A 2 (x,y,z) — > A\(x,y) x A\(y,z), 
e'est une equivalence faible du fait que A est une C-categorie et en util- 
isant le lemme IT.3.6l et 2). Comme les morphismes de A\(x, y) et de A\(y,z) 
vers leurs remplacements fibrants sont des equivalences faibles, par hypothese 
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5), le morphisme produit Ai(x,y) x Ai(y,z) — > A\(x,y) x A\(y,z) est une 
equivalence faible et, par l'axiome "trois pour deux" dans la categorie de 
modeles fermee C, sa precomposition par le morphisme de Segal est aussi une 
equivalence faible. Comme C est une categorie de modeles fermee, on peut 
decomposer l'equivalence faible A 2 (x,y,z) A{(x,y) x A{(y,z) en une cofi- 
bration triviale suivie d'une fibration, qui par l'axiome "trois pour deux" sera 
aussi triviale. Notons A 2 (x,y,z) l'objet par lequel l'equivalence se factorise. 
Posons A 2 (x,y,f) le produit fibre de la fibration A' 2 (x,y,z) — > A{(y,z) le 
long du morphisme * — > A{(y, z) induit par /. Par produit fibre le long d'un 
morphisme d'une fibration, A 2 (x,y,f) est fibrant. Considerons le diagramme 
suivant : 

A 2 (x, y, f) ► A 2 (x, y, z) 



A{(x,y) ► A{(x,y) x A{(y,z) 



* " A[(y,z) 

Le diagramme du bas est cartesien et par definition de A 2 (x, y, /) le diagramme 
total est cartesien. Done le diagramme du haut est aussi cartesien et done 
A 2 (x,y,f) — > A{(x, y) est une fibration triviale comme produit fibre de la 
fibration triviale A' 2 (x, y,z) — ► A[(x,y) x A{(y,z) le long d'un morphisme. 
En outre A 2 (x, y, z) — > A' 2 (x, y, z) etant une cofibration triviale, le morphisme 
A 2 (x, y, z) — > A{(x, z) s'etend a A' 2 (x, y, z), et l'on obtient un morphisme 
A 2 (x,y,f) — > A\(x, z). Considerons done le diagramme suivant : 

A 2 (x,y,f) A[(x,y) 

A 

A{(x,z) 

Comme par hypothese 1), dans C tous les objets sont cofibrants et que les 
objets A 2 (x, y, f ), A\(x, y) et A{(x, z) sont fibrants, ce diagramme existe bien 
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dans la categorie homotopique Ho—C. En outre A 2 (x, y, f) — > y) est une 

equivalence faible dans C, done sa classe dans Ho — C est un isomorphisme. 
En composant sa classe inverse par la classe de A 2 (x,y,f) — > 2), on 

obtient une classe qu'on notera F(f) de Af(x, y) vers A{(x,z), que Ton peut 
concevoir comme la composition homotopique au but par /. 

Montrons maintenant que F(f) est independant du choix du representant 
pour la classe de /. Soit done g un autre morphisme de l'objet final vers 
Ai(y, z) ayant meme image que / par r , done representant la meme classe que 
/ dans (x,Ti(A)). Comme Ai(y,z) est un objet regal comme fibre de l'objet 
regal A ± , par hypothese 4), il existe un morphisme de l'objet regal contractile 
K vers A^y, z) envoyant sur / et 1 sur g. Soit K' l'objet fibrant par lequel 
K — > Ai(y, z) — > A{(y, z) se factorise en cofibration triviale suivie d'une fibra- 
tion. Posons P l'objet fibrant produit fibre de A' 2 (x,y,z) — > A{(y,z) le long 
de K' — > A{(y, z). Par produit fibre d'une fibration le long d'un morphisme , 
P — > K' est une fibration. Considerons le diagramme : 

A 2 (x,y,f) ► * 



P K' 



A' 2 (x,y,z) — ► A{(y,z) 

Le diagramme du bas et le diagramme total sont cartesiens par definition de 
P et A 2 (x,y, /). Done le diagramme du haut est cartesien et par suite le mor- 
phisme A 2 (x, y, f) — > P est le produit fibre de * — > K' induit par le long de 
P — > K' . Comme K et done K' est contractile, par hypothese 6), A 2 (x, y, f) — > 
P est une equivalence faible comme produit fibre d'une equivalence faible le 
long d'une fibration. il en va de meme pour A 2 (x,y,g) — > P (induit par 1). 
On obtient ainsi dans Ho — C un isomorphisme entre A 2 (x, y, f) et A 2 (x, y, g) 
qui entraine l'egalite de F(f) et F(g). Ainsi F(f) est independant du choix 
d'un representant pour la classe de /. 

Pour montrer que F est un foncteur, on remarque tout d'abord que, pour 
tout / : y — > z et g : z — > w, il existe "5 o /" : y —> w tel que la classe 
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de "g o /" soit la composee de la classe de / avec celle de g, car (x,Ti(A)) 
est une categoric On definit alors une equivalence faible A 3 (x,y, f, g) — ► 
A{(x, y) comme on l'a fait pour A 2 (x, y, f) — > A{(x, y) qui permet de montrer, 
comme pour l'independance du choix de F(f), que F(g) o F(f) et F("g o /") 
sont egales. De meme, on construira une equivalence faible A 2 (x,y, Id y ) — > 
A{(x,y), dont l'inverse homotopique est induit par l'application de degeneres- 
cence, et qui permet de montrer que F preserve l'identite. 

On a ainsi montre que F est un foncteur. On en deduit que si / : * — > 
Ax(y,z) est une equivalence entre y et z alors il existe g : * — > Ai(z,y) tel 
que la composee des classes de / et de g ainsi que celle des classes de g et de 
/ sont les identites et done F(f) et F(g) induisent des isomorphismes entre 
A{(x, y) et A{(x, z) dans Ho — C. On montre de maniere symetrique que si x 
et x' sont deux objets equivalents de A et y un objet fixe de A, alors A{(x, y) 
et A{(x',y) sont isomorphes dans Ho — C. 

Or nous avons que b ~ f(a) et b' ~ f(a'), done par ce qui precede on 
a dans Ho — C des isomorphismes entre B((b,b') et B((f(a),f(a')) et entre 
c ((9(b),g(b')) et C((g o f(a),g o /(a')). Or on a vu que g 1 (f(a),f(a')) est 
une equivalence faible, done par l'axiome "trois pour deux" son remplacement 
fibrant g{(f(a), f(a')) : B((f(a), f(a')) -> C/(^ o /(a), 5 o /(a')) est aussi une 
equivalence faible, et done sa classe dans Ho — C est un isomorphisme. On 
obtient done que la classe de g((b,b') : B{(b,b') -> C({g{b), g{b')) dans Ho-C 
est un isomorphisme, done que le remplacement fibrant de gi(b,b') est une 
equivalence faible et par l'axiome "trois pour deux" que gi(b,b') elle-meme 
est une equivalence faible entre objets regaux, ce qui par 2) en fait une al- 
liance d'objets regaux. g est done pleinement fidele et comme on a deja montre 
son essentielle surjectivite, g est une equivalence de C-categories. On a ainsi 
montre que si / et g o f sont des equivalences de C-categories alors g aussi. 
CQFD. 

Corollaire 4.1.4 Sous les hypothese du lemme [f.l.^\ soient f et g deux mor- 
phismes de C-categories tels que fog soit une equivalence de C-categories et 
g o f soit l'identite, alors f et g sont des equivalences de C-categories. 

Preuve : Par fonctorialite de r , on a que r (f) o T (g) est une bijection done 
que T (f) est surjectif. 

On a en outre que, pour tout couple (x, y) d'objets de la source de /, fi(x, y) o 
gi(f(x),f(y)) est une alliance d'objets regaux, done, par hypothese 2), une 
equivalence faible, et que gi(f(x),f(y)) o fi(x,y) est l'identite. Comme par 
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hypothese, C est une categorie de modeles fermee, il vient que f±(x, y) est une 
equivalence faible entre objets regaux, et par 2) une alliance d'objets regaux. 
Done / est une equivalence de C-categories et, par le lemme 14.1.31 que Ton 
vient de montrer, g aussi est une equivalence de C-categories. 
CQFD. 

Nous venons done de montrer que sous des hypotheses assez fortes sur la 
categorie C, comme la structure de categorie de modeles fermee par exemple, 
les equivalences de C-categories verifient les hypotheses de la proposition ^. 7. 11 
II ne nous reste done plus qu'a trouver une construction categorisante preservant 
l'homotopie des C-categories pour pouvoir appliquer cette proposition. Pour 
cela nous allons definir de nouvelles constructions formalisant differemment 
les sommes amalgamees par les fleches generatrices de C-categories faciles. 
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4.2 Constructions Reg et Seg 



Afin de construire une categorisation dont on saura montrer la propriete de 
preservation d'homotopie des C-categories, nous allons essayer de comprendre 
comment les plans d'addition de fleches generatrices de C-categories faciles 
agissent niveau par niveau sur les C-precategories. Les fleches generatrices se 
repartissent en deux types : le type 1 a pour fonction de forcer les niveaux 
des C-precategories a etre des objets regaux, on dira que ces fleches regalisent, 
et le type 2 a pour fonction de forcer les morphismes de Segal des C-precate- 
gories a etre des alliances d'objets regaux, on dira que ces fleches segalisent. 
Aussi va-t-on donner deux constructions Reg et Seg qui permettront de com- 
prendre comment la regalisation et la segalisation se passent au niveau de la 
categorie C. 

Commengons par la construction Reg. Comme le but est de regaliser un 
niveau particulier d'une C-precategorie, il va done falloir remplacer ce niveau 
par son remplacement regal. Aussi la construction Reg va-t-elle construire une 
nouvelle C-precategorie a partir d'une C-precategorie dont on aura modifier 
l'un des niveaux. 

Definition 4.2.1 Soit C une categorie discretisante, finiment cocomplete et 
ayant les produits d'objets discrets. Soient A une C-precategorie, p un entier 
strictement positif, B un objet de C et f : A p — > B et g : B — > A x . . . x A 
des morphismes de C tels que g o f : A p — > A x . . . x A soit induit par les 
applications sommets. On definit la C-precategorie Reg(A, f, g) de la maniere 
suivante : 



oil A(q,p)° est V ensemble des applications de q vers p qui ne se factorisent 
pas par 0. On notera B x Vexemplaire de B associe a V application x : q — > p. 
Soit y : r — > q un morphisme de A. On definit le morphisme induit y* : 
Reg(A, f, g) q — > Reg(A, f, g) r ainsi. Sur la composante A q de Reg(A, f, g) q , 
y* est le morphisme A(y) : A q — > A r . Pour la composante B x , il y a deux 
cas. Si x o y : r — > p ne se factorise pas par 0, alors y* induit Videntite de 
B x a B xoy . Sinon x o y se factorise en 5i o a r , ou 5i : — > p est V application 
i-eme sommet et a r : r — > Vunique application de r vers 0. Alors y* est la 



Reg(A, f,g)o = A et, pour q strictement positif, 
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compos ee suivante 



B 



9 



A x ... x A 



A 



A(o-n 



o 



o 



ou 7Tj est la i-eme projection. On pourra aisement verifier que ceci definit bien 
le morphisme y* et que Reg(A, f, g) est bien une C-precategorie munie d'un 
morphisme naturel A — > Reg(A, f, g). 

Le principe de la construction Seg est semblable a celui de la construction 
Reg. Cette fois il s'agit de segaliser un morphisme de Segal particulier d'une 
C-precategorie. Disons que l'on veut segaliser le morphisme de Segal de niveau 
m. Pour cela on va remplacer le niveau m par un objet qui sera en alliance avec 
le but du morphisme de Segal de niveau m. La construction Seg pour m va 
done construire une nouvelle C-precategorie a partir d'une C-precategorie dont 
on aura modifier le niveau m de maniere a le mettre en alliance avec le but 
du morphisme de Segal de niveau m. 

Definition 4.2.2 Soit C une categorie discretisante, finiment cocomplete et 
ay ant les produits fibres au-dessus d'objets discrets. Soient A une C-precate- 
gorie, m un entier strictement superieur a un, Q un objet deC et f : A m — > Q 
et g : Q — > A\ x^ . . . xa Ai des morphismes de C tels que go f : A m — > A\ 
. . .Xa Ai soit le morphisme de Segal. On definit la C-precategorie Seg(A, f, g) 
de la maniere suivante : 



ou A(q, m) 1 est Vensemble des applications de q vers m qui ne se factorisent 
pas par les applications de faces principales, i.e. les applications de 1 vers 
m qui a et 1 associe respectivement i et i + 1, pour i compris entre et 
m — 1. On notera Q x Vexemplaire de Q associe a V 'application x : q — > m. 
Soit y : r — > q un morphisme de A. On definit le morphisme induit y* : 
Seg(A, f, g) q — > Seg(A, f, g) r ainsi. Sur la composante A q de Seg(A, f, g) q , y* 
est le morphisme A{y) : A q — > A r . Pour la composante Q x , il y a deux cas. 
Si x o y : r — > m ne se factorise pas par les applications de faces principales, 
alors y* induit Videntite de Q x a Q xoy . Sinon x o y se factorise en fpi o t, 
oil fpi : 1 — > m est V application i-eme face principale et r : r — > 1 une 
application degeneree de r vers 1. Alors y* est la composee suivante : 



Seg(A, f,g)o = A et, pour q strictement positif 




Q 



9 



A 1 x Ao ... A 1 



A, 
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ou ir i+ i est la i + l-eme projection. On pourra aisement verifier que ceci definit 
bien le morphisme y* et que Seg(A, f, g) est bien une C-precategorie munie 
d'un morphisme naturel de A — > Seg(A, f,g). 

Le but des constructions Reg et Seg est essentiellement de formaliser la 
regalisation et la segalisation des C-precategories. Aussi s'attend-on a ce que 
les sommes amalgamees par les fleches generatrices des C-categories faciles 
s'expriment au moyen de ces constructions. 

Lemme 4.2.3 Soit {C,J-\,J-2j une donnee de Segal pre-facile. Soient m un 
entier strictement positif, A une C-precategorie, f un morphisme de T\ et 
g un morphisme de JF 2 . Alors il existe des morphismes rj : A m —>■ B, v : 
B — > A x . . . x A , <p : A m — > P et if) : P — ► A\ x A(i . . . x Ao A x de C tels 
que v o rj soit le morphisme induit par les applications sommets, ip o cj> soit le 
morphisme de Segal de A et tels que la somme amalgamee de A par A[m]Qf 
soit egale a Reg (A, rj, v) et la somme amalgamee de A par Boit m (g) soit egale 
a Seg(A } (() } 4>). 



Par le lemme I3.2.7| il vient que la somme amalgamee de A par A[m]Qf 
equivaut dans C a la somme amalgamee de A m (xo, . . . ,x m ) par /, pour un 
certain m-uplet (xq, . . . ,x m ). Prenons done pour 77 le morphisme naturel de 
A m dans la somme amalgamee de A m par / et pour v le morphisme uni- 
versel de la somme amalgamee vers Ao x . . . x Aq induit par les applications 
sommets de A et le morphisme constant du but de / vers A x . . . x A a 
valeur (x , . . . ,x m ). Par construction, v or] est bien induit par les applications 
sommets. En utilisant la formule de simplification des sommes amalgamees 
suivante : 



on trouve facilement que, pour q entier strictement positif, le niveau q de la 
somme amalgamee de A par A[m]Qf et Reg(A, rj, v) q sont tous deux egaux a 
la somme amalgamee de A q par un coproduit de / indexe par A(q,m)°. 

Par le lemme IT 2. 71 un morphisme de la source de Boit m (g) vers A equivaut 
dans C au diagramme commutatif suivant : 



Preuve : 




X 



A 



rn 



9 



Segal 



Y 



Ax Xa • • • Xa A 
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Considerons la somme amalgamee de ce diagramme, posons alors le mor- 
phisme naturel de A m dans la somme amalgamee et ip le morphisme universel 
de la somme amalgamee vers Ay x^ . . . x^ Ay. Par construction, ip o est 
bien le morphisme de Segal de A. En utilisant la formule de simplification des 
sommes amalgamees rappelee ci-dessus, on trouve facilement que, pour q en- 
tier strictement positif, le niveau q de la somme amalgamee de A par Boit m (f) 
et Seg(A, 0, ip) q sont tous deux egaux a la somme amalgamee de A q par un 
coproduit de g indexe par A(g, m) 1 . 
CQFD. 

II est interessant de constater que ces deux operations Reg et Seg sont 
reliees entre elles : en effet faire une operation de type Reg sur A m revient a 
faire une operation de type Reg sur A 1 suivie d'une operation de type Seg sur 
A m . Remarquons au passage que du fait qu'il y ait des applications de m vers 
1 qui ne se factorisent pas par une face principale, l'operation Seg ne laisse 
pas Ay invariant. 

Lemme 4.2.4 SoitC une categorie discretisante, finiment cocomplete et ayant 
les produits fibres au-dessus d'objets discrets. Soient A une C-precategorie, m 
un entier strictement superieur d un, P un objet de C et : A m — > P et 
ip : P — > A x . . . x A des morphismes de C tels que -0o0 : A m — > A x . . . x A 
soit induit par les applications sommets. Alors il existe des objets B et Q de 
C, des morphismes r] : A\ — > B , v : B — > A x A , <fi' : Reg(A,r), u) m — > Q et 
ip' : Q -> Reg(A,r],u) 1 x Reg (A, v ,v) ••• x Reg {A, v ,v) Reg(A,r],u) 1 de C tels que 
uor] : Ai — > Aq x A Q soit V application induite par les morphismes source et but, 
ip'ocj)' : Reg(A,r],u) m -> Reg(A,rj, u) 1 x Reg(A ^ u)() . . . x Reg{A ^ u)o Reg(A, 77, 
soit /e morphisme de Segal et que Von ait la relation suivante : 

Reg{A, 0, V) = Seg(Reg(A, V , u), 0', V') 

Preuve : 

Prenons pour i? la somme amalgamee de Ax par le coproduit de : A m — > P 
indexe par les faces principales (qui induiront le morphisme du coproduit de 
A m vers A-y). On posera alors rj le morphisme naturel de Ay dans la somme 
amalgamee B et z/ le morphisme universel de la somme amalgamee B vers 
A x Aq induit par les morphismes source et but de Ay vers A et les projec- 
tions du morphisme ip. Par construction, on a bien que v o rj n'est autre que 
le morphisme induit par source et but. 

Considerons maintenant la C-precategorie Reg(A, 77, v). On remarque facile- 
ment que Reg(A,r], v)y n'est autre que B et que le morphisme naturel du co- 
produit de P vers la somme amalgamee B induit un unique morphisme de P 
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vers B x Ao . . . x Aq B, qui n'est autre que Reg (A, 77, u) x x Reg{A ^ u)o . . .x Reg{A ^ u)o 
Reg(A, i], Prenons pour Q la somme amalgamee de P avec Reg(A, 77, u) m 
au-dessus de A m , pour 0' le morphisme naturel de Reg{A,r\,v) m dans la 
somme amalgamee Q et pour ip 1 le morphisme universel de la somme amal- 
gamee Q vers Bx Ao ...x Ao B induit par le morphisme de P vers Bx Ao ...x Ao B 
et par le morphisme de Segal de Reg(A, 77, v). Par construction, on a bien que 
ip' o 0' n'est autre que le morphisme de Segal de Reg(A, 77, v). 

Pour montrer la relation entre Reg et Seg, on utilise la propriete suivante 
de simplification des sommes amalgamees : 

^h(«IJb)=-4IIb 

D \ C J C 

Par cette formule, Reg(A,r],i') q , qui est la somme amalgamee de A q par un 
coproduit de r\ : A\ — > B indexe par A(q, 1)°, devient la somme amalgamee 
de A q par un double coproduit de : A m — > P. Ce double coproduit, etant 
indexe par A(q, 1)° et les faces principales, n'est autre qu'un coproduit indexe 
par les applications de q vers m se factorisant par les faces principales mais 
par par 0. Ceci montre que Reg(A, 77, v) q n'est autre que la somme amalgamee 
de A q avec un coproduit de : A m — * P indexe par les applications de q vers 
m se factorisant par les faces principales mais pas par 0. 

To uj ours par la formule de simplification des sommes amalgamees ecrite ci- 
dessus, Seg(Reg(A, 77, is), <p', ip') q , qui est la somme amalgamee de Reg(A, 77, v) q 
par un coproduit de <p' : Reg(A,r],i / ) m — > Q indexe par A(q, m) 1 , devient la 
somme amalgamee de Reg(A,rj, u) q par un coproduit de : A rn — > P indexe 
par A(q,m) 1 . En utilisant l'expression simplifiee de Reg(A,rj, v) q , on obtient 
que Seg(Reg(A,r),v),(f)' ,ip') q est la somme amalgamee de A q avec le copro- 
duit d'un coproduit de : A, m — > P indexe par A(g,m) 1 avec un coproduit 
de : A m — > P indexe par les applications de q vers m se factorisant par 
les faces principales mais pas par 0. Or ce coproduit de coproduit de se 
simplifie en un simple coproduit indexe par l'ensemble des applications de q 
vers m qui soit se factorisent par les faces principales mais pas par soit ne se 
factorisent pas par les faces principales (elements de A(q, m) 1 ) done pas par 
non plus. Or cet ensemble n'est autre que A(q,m)°, i.e. celui des applications 
de q vers m ne se factorisant pas par 0. Ainsi Seg(Reg(A,r],h / ),(p\ilj') q est 
done la somme amalgamee de A q par un coproduit de : A m — * P indexe par 
A(q,m)°, ce qui est par definition Reg(A, 0, ip) q . 
CQFD. 
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Cette remarque fondamentale sur les constructions Reg et Seg nous invite 
a partir de maintenant a lier fortement les operations Reg de niveau 1 et m 
avec 1' operation Seg de niveau m. Nous allons done dans la section suivante 
envisager une construction prenant en compte ces trois operations. 
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4.3 Construction RS 



Nous avons defini dans la section precedente deux constructions Reg et 
Seg dont on a vu les relations entre elles. Nous allons done maintenant definir 
une nouvelle construction RS qui est en meme temps une operation de type 
Reg sur le niveau 1 et de type Seg sur le niveau m. Cette operation aura la 
bonne propriete d'etre stable par composition mais egalement de garder la 
trace de certains sous-objets des niveaux 1 et m. Ce dernier point est assez 
crucial car e'est lui qui va permettre de suivre les variations de l'homotopie 
des C-categories dans les plans d'addition de fleches generatrices de C-cate- 
gories faciles. C'est pourquoi nous allons definir tout d'abord la notion de C- 
precategorie (l,m)-peinte qui permet de prendre en compte des parties, dites 
peintes, des niveaux 1 et m. 

Definition 4.3.1 Soit C une categorie discretisante ayant les produits fibres 
au-dessus d'objets discrets et soit m un entier strictement superieur a un. Une 
C-precategorie (l,m)-peinte est la donnee d'un triplet (A,i,j) constitue d'une 
C-precategorie A et de deux monomorphismes i : A\ — > A 1 et j : A* n — > A m 
tels que le morphisme de Segal de A se restreigne en un morphisme de A* m 
vers A\ x Ao . . . x Ao A\. 

Un morphisme de C-precategories peinte f : (A,i,j) — > (B,i',j') est un mor- 
phisme de C-precategories tel que f{i) se factorise par i' et f(j) se factorise 
par j' . 

Definition 4.3.2 Soit C une categorie discretisante, finiment cocomplete et 
ayant les produits fibres au-dessus d'objets discrets. Soientm un entier stricte- 
ment superieur a un, (A,i,j) une C-precategorie (l,m)-peinte, B et P des 
objets de C et r) : A\ -> B, v : B -> A x A , : A* m -> P et ip : P -> 
B x Ao . . . Xa B des morphismes de C tels que v o rj : A\ — > A x A soit le 
morphisme induit par source et but et ip o : A* m — > B x Ao ■ ■ ■ x Ao B soit 
la compos ee de la restriction a A* m du morphisme de Segal par le produit m 
fois du morphisme rj. Posons rj' : A 1 — > B' la somme amalgamee d'r] le long 
du monomorphisme i, v' : B' — > A x A le morphisme universel induit par 
v et les morphismes source et but, : A m — > P' la somme amalgamee de 
(j) le long du monomorphisme j , ip' : P' — > B' x a ■ ■ ■ x a q B' le morphisme 
universel induit par ip, le morphisme de Segal et un produit m fois de rj' , 
<fi" : Reg(A,rj',u') m — > P" la somme amalgamee de <j)' le long du morphisme 
naturel A m — > Reg(A,rj', v') m et ip" : P" — > B' Xa ■ ■ ■ Xa B' le morphisme 
universel induit par ip' et le morphisme de Segal de Reg(A,rj', v'). On definit 
la C-precategorie ( l,m)-peinte (RS(A, rj, u, 0, ip), k, I) de la maniere suivante : 

RS(A, rj, v, 0, i>) = Seg(Reg(A, rj', v'), 0", ^") 
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avec k et I les monomorphismes naturels de B dans RS(A, 77, is, 4>,ip)\, respec- 
tivement de P dans RS(A, rj, is, 0, ip) m - H est facile de voir que ceci definit bien 
une C-precategorie (l,m)-peinte munie d'un morphisme naturel provenant de 
A. 

Cette definition de la construction RS etant un peu complexe, donnons 
done de la construction RS une expression plus simple. 

Lemme 4.3.3 Sous les hypotheses et les notations de la definition precedente, 
RS(A, 77, is, 0, ip)o n'est autre que Aq et, pour tout entier q strictement positif, 
RS(A, 77, is, 0, if)) q est la somme amalgamee de A q par le coproduit d'un copro- 
duit de 77 indexe par A(q, 1)° avec un coproduit de indexe par A(q, m) 1 . Les 
morphismes sont definis de maniere similaire a ceux des constructions Reg et 
Seg. 

Preuve : directe apres un petit calcul utilisant la formule de simplification des 
sommes amalgamees : 

D \ C J C 

Comme on l'a annonce plus haut, cette construction RS est stable par 
composition mais aussi par colimite sequentielle transfinie comme le montrent 
les deux lemmes suivants. 

Lemme 4.3.4 SoitC une categorie discretisante, finiment cocomplete et ayant 
les produits fibres au-dessus d'objets discrets. Soient m un entier stricte- 
ment superieur a un, (A,i,j) une C-precategorie (l,m)-peinte, B, C, P et 
Q des objets de C et 77 : A\ — > B , is : B — > A x A , 77 : B — > C , 
v : C -> A x A , <[> : A* m -> P, $ : P -> B x Ao . . . x Ao B, : P -> Q 
et ip : Q — > C Xa ■ ■ ■ Xa C des morphismes de C tels que is or] : A\ — > A x A 
soit le morphisme induit par source et but, is o 7) : B — > Aq x Aq soit le 
morphisme is, tp o : A* m — > B x Ao ■ ■ ■ x^ B soit la composee de la restric- 
tion a A* rn du morphisme de Segal par le produit m fois du morphisme 77 et 
■ip o : P — > C x Ao ■ ■ ■ Xao C soit la composee du morphisme ip par le produit 
m fois du morphisme rj. Alors on a la relation suivante : 

RS(RS(A, rj, is, 0, tp), fj, is, 0, -0) = RS(A, 77 o 77, is o is, o 0, -0 o -0) 

Preuve : application directe de la formule de simplification des sommes amal- 
gamees et du lemme decrivant explicitement RS(A, 77, is, 0, ip) q . 
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Lemme 4.3.5 Soit C une categorie discretisante, cocomplete et ayant les 
produits fibres au-dessus d'objets discrets. Soient m un entier strictement 
superieur d un, (A,i,j) une C-precategorie (l,m)-peinte, X un cardinal trans- 
fini, i] : A\ — > B la composee d'une X-sequence dans C de rji : B l — > B l+1 
et <p : A* m — > P la composee d'une X-sequence dans C de (pi : P % — > P l+1 . 
Soient pour tout i inferieur ou egal a X des morphismes Vi : B l — > A x A 
et ipi : P l ^ B l x a ■ ■ ■ ><Ao B l de C tels que, pour tout i cardinal non limite 
inferieur ou egal a X, V; L o colim j<j 77^ sozi le morphisme induit par source et 
but et ipi o colim j<j (f>j soit le morphisme induit par le morphisme de Segal 
de A et par colim j<j rjj, et tels que, pour tout i cardinal limite inferieur ou 
egal a X, d'une part les morphismes v { et ipi sont les morphismes universels 
induits respectivement par les Vj et les tpj ( avec j strictement inferieur a i), 
et d 'autre part, V; L o colim j Ki rjj soit le morphisme induit par source et but et 
ipi o colim j<j cf>j soit le morphisme induit par le morphisme de Segal de A et 
par colim j<j rjj. Posons RS° = A. Pour i cardinal inferieur strictement a X, 
posons RS l+1 = RS(RS t ,r] i ,h'i,(f)i,i/ji) avec B %+1 et P t+1 pour partie peinte. 
Pour i cardinal limite inferieur ou egal a X, posons RS l = colim j Ki RS^ avec 
pour partie peinte B % et P % . Alors on a les relations suivantes : 
-si X est un cardinal limite, 

colim RS i = RS(A, 77, u, 0, ip) , 

i<\ 

-si X n'est pas un cardinal limite, 

colim RS* = RS(A, rj,iy,(f),ijj). 
«<a' 

Preuve : directe a partir de la forme explicite de RS(A, 77, v, <p, ip) en utilisant 
la commutativite des colimites. 

La construction RS a ete voulue comme une sorte de generalisation des 
operations Reg et Seg. Nous allons montrer que les constructions Reg et Seg 
peuvent done bien s'exprimer au moyen de la construction RS. 

Lemme 4.3.6 SoitC une categorie discretisante, finiment cocomplete et ayant 
les produits fibres au-dessus d'objets discrets. Soient m un entier strictement 
superieur a un et A une C-precategorie. On peut exprimer les operations Reg 
et Seg en terme d 'operation RS de la maniere suivante : 

- Soient f : A\ — > B et g : B — > A x A tels que g o f soit induit par source 
et but, Reg (A, f, g) n'est autre que RS(A, i], u, 0, ip) avec f pour r\, g pour v , 
des identites pour i, j et (ft, et la composee du morphisme de Segal avec un 
produit m fois de f pour ip. 



148 



- Soient f : A m — > P et g : P — > A x x^ . . . x^ Ai tels que g o / soz£ /e 
morphisme de Segal, Seg(A, f, g) n'est autre que RS(A, r], v, 0, ^) avec f pour 
4>, g pour if), des identites pour i, j et rj, le morphisme induit par source et but 
pour v . 

Preuve : directe a partir de la forme explicite de RS(A, rj, v, <f>, ip) q . 

Comme on l'a deja vu l'operation Reg au niveau m est la composee d'une 
operation Reg au niveau 1 avec une operation Seg au niveau m. Comme toutes 
deux sont des operations RS et que l'operation RS est stable par composition, 
l'operation Reg au niveau m est aussi une operation RS. 

Notre construction RS permet done d'exprimer les constructions Reg et Seg 
qui expriment quant a elles les sommes amalgamees par les fleches generatrices 
de C-categories faciles. En outre cette construction RS permet de suivre a la 
trace certaines parties des niveaux 1 et m. C'est pourquoi nous allons done 
regarder certains plans d'addition de fleches generatrices de C-categories faciles 
qui s'expriment au moyen de la construction RS, ce qui nous permettra de 
montrer qu'ils preservent l'homotopie des C-categories. 
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4.4 Construction Cat(l,m) 



Comme on l'a vu dans les sections precedentes, les sommes amalgamees 
par des fleches generatrices de C-categories faciles de type 1 pour les niveaux 
1 et m et celles avec des fleches de type 2 pour le niveau m sont compatibles 
et s'expriment au moyen de la construction RS qui est stable par colimite 
sequentielle transfinie et garde la trace de parties peintes des niveaux 1 et 
m. Aussi va-t-on considerer le plan d'addition de cellules e^A avec pour $ la 
famille des fleches ci-dessus et montrer que ce plan n'est autre qu'une con- 
struction RS. 

Definition 4.4.1 Soit {C,J-\,J-2) une donnee de Segal pre- facile. Soit m un 
entier strictement superieur a un. Notons $ la famille de morphismes de C- 
precategories constitute des fleches de type A[1]G/, A[m]Qf et Boit m (g), 
avec f dans T\ et g dans Ti . 

Soit (A,i,j) une C-precategorie (l,m)-peinte. Definissons le plan d'addition 
de cellules simple Raj(l,m) pour (A,i,j) comme le plan simple e^i applique 
a A mais dans lequel on ne garde que les diagrammes dont les sources des 
fleches de $ s'envoyent dans les parties peintes de A. 

Lemme 4.4.2 Soit {C,T\,T%) une donnee de Segal pre- facile. Soit m un en- 
tier strictement superieur a un. 

Pour toute (A,i,j) une C-precategorie (l,m)-peinte, il existe des morphismes 
rj : A\ — > B, v : B — >• A x A , : A m — > P et ip : P — > B x Aq . . . Xa B de 
C tels que u or] soit induit par les morphismes source et but, tp o <f> soit induit 
par le morphisme de Segal de A et par rj et tels qu'on ait : 

Raj(l,m)(A,i,j) = RS(A,r},v,^,ij;) 

Cette egalite fait de Raj(l,m)(A,i, j) une C-precategorie (l,m)-peinte dont 
les parties peintes sont B et P. En outre rj est une colimite sequentielle trans- 
finie de sommes amalgamees de A\ par les fleches de T\ et <fi une colimite 
sequentielle transfinie de sommes amalgamees de A m par les fleches de T\ et 
T 2 . 

Preuve : 

Par definition, Raj(l,m)(A,i, j) est une somme amalgamee de A par un co- 
produit de fleches generatrices de C-categories faciles, ce qui peut se mettre 
sous la forme d'une colimite sequentielle transfinie de sommes amalgamees par 
une fleche generatrice de C-categories faciles. Or on a vu au lemme l4~. 2. 31 que les 
sommes amalgamee par des fleches generatrices de C-categories faciles ne sont 
autres que des operations de type RS. Comme en outre les fleches generatrices 
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de C-categories faciles par lesquelles on fait les sommes amalgamees ont leurs 
sources s'envoyant dans les parties peintes de A, les operations RS sont bien 
composables et Raj(l,m)(A,i, j) forme ainsi une colimite sequentielle trans- 
finie d'operations RS au sens du lemme l4~3.5l et done, par ce lemme, Raj(l, m) (A, i, j) 
est bien une operation de type RS. La demonstration du lemme montre que 
le morphisme rj (respectivement <fi) est une colimite sequentielle transfmie des 
morphismes rji (respectivement <pi). Ces morphismes r)i et <fti proviennent de 
l'expression des sommes amalgamees par les fleches generatrices de C-cate- 
gories faciles. Une somme amalgamee par une fleche de type A[1]0/, ou / 
appartient a la famille est une operation RS avec pour rj le morphisme 
naturel de A\ dans la somme amalgamee de A\ par / et pour <fi l'identite. 
Une somme amalgamee par une fleche de type A[m]0/, ou / appartient a la 
famille T\, est une operation RS avec pour r\ le morphisme naturel de A\ dans 
la somme amalgamee de A\ par un coproduit de / et pour le morphisme 
naturel de A* m dans la somme amalgamee de A* m par /. Enfin une somme 
amalgamee par une fleche de type Boit m (g), ou g appartient a la famille JF 2 , 
est une operation RS avec pour r] l'identite et pour <fi le morphisme naturel 
de A* m dans la somme amalgamee de A* m par g. Ainsi rj est bien une colimite 
sequentielle transfmie de sommes amalgamees par des fleches de T\ et <fi une 
colimite sequentielle transfmie de sommes amalgamees par des fleches de T\ 
et JF 2 . 
CQFD. 

Ainsi le plan simple Raj(l,m) transforme des C-precategories peintes en 
C-precategories peintes. II serait tres pratique que cette transformation soit 
fonctorielle. 

Lemme 4.4.3 Soit [C, J-\,J-2) une donnee de Segal pre- facile. Soit m un en- 
tier strictement superieur a un. 

La construction Raj(l, m) est en fait un foncteur de la categorie des C-precate- 
gories peintes vers elle-meme. De meme, tout plan d 'addition de cellules con- 
stitue de plans simples de type Raj(l,m) est un foncteur de la categorie des 
C-precategories peintes vers elle-meme. 

Preuve : 

Pour montrer le premier resultat il suffit d'appliquer le critere du lemme l!?.4.13l 
Soit / : (A,i,j) — * (B,i',f) un morphisme de C-precategories peintes, l'ex- 
tension de Raj(l, m)^ n'est autre que le plan simple d'addition de cellules 
constitue par les couples (D, 1) ou D est decrit les extensions par / de di- 
agrammes de $ s'envoyant dans les parties peintes de A. Comme / est un 
morphisme de C-precategories peintes, les extensions par / de diagrammes a 
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valeur dans les parties peintes de A sont justement des diagrammes a valeur 
dans les parties peintes de B. Ceci montre que ces couples (D, 1) sont bien 
des couples du plan simple Raj(l, 171)3, d'ou il vient que Raj(l,m) verifie la 
condition suffisante pour etre un plan d'addition de cellules fonctoriel. 
Le second resultat resulte du premier auquel on applique le lemme 12. 4.111 
CQFD. 

Nous avons maintenant un plan d'addition de cellules fonctoriel Raj (I, in) 
qui est en fait une operation de type RS. Si Ton veut une $-injectivisation qui 
soit aussi une operation du type RS, il suffit de prendre un plan d'addition 
de cellules compose uniquement de Raj(l,m) et qui soit de longueur suff- 
isamment grande. Comme on a vu que l'operation RS est stable par colimite 
sequentielle transfinie, on obtiendra qu'un tel plan est encore de type RS. 

Definition 4.4.4 Soit (C,^,^) une donnee de Segal pre-facile. Soit a un 
cardinal transfini regulier strictement superieur a celui qui assure la petitesse 
des sources et buts des fleches des families T\ et Soientm un entier stricte- 
ment superieur a un et A une C-precategorie. Nous allons definirCat(l,m)(A) 
par recurrence transfinie. 

Posons A = A avec pour partie peinte A\ et A m . Supposons (A 13 , ip,jp) defini 
pour un ordinal (3 < a, alors on pose : 

AP +1 = Raj(l,m)(AP,i p ,jp), 



ses parties peintes etant celle du lemme 4-4- 6 A Soit un ordinal limite 7 < a, 



supposons , ip,jp) defini pour tout ordinal (3 < 7, alors on pose : 



(A 7 ,i 7 ,j 7 ) = colim A^, colim i 13 ', colim j 13 

V /3<7' P<j' P<J 

Par recurrence transfinie, on a bien defini pour tout ordinal (3 < a une C-pre- 
categorie (l,m)-peinte (A 13 ,ip, jp) . Posons done : 

Cat(l,m){A) = colim A 13 

P<a 



Lemme 4.4.5 Soit (C, JFi, JF2) une donnee de Segal pre-facile. Soient m un 
entier strictement superieur a un et A une C-precategorie. Alors il existe des 
morphismes r] : A x — > B, v : B — » A x A , (f) : A m —>■ P et ip : P — >• 
B x Ao . . . x Ao B de C tels que v o r\ soit induit par les morphismes source et 
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but, ip o (J) soit induit par le morphisme de Segal de A et par r/ et tels qu'on 
ait : 

Cat{\, m){A) = RS(A, rj, v, 0, ip). 

En outre B et P sont des objets regaux faciles, ip une alliance facile, rj est une 
colimite sequentielle transfinie de sommes amalgamees de A\ par les fleches 
de T\ et une colimite sequentielle transfinie de sommes amalgamees de A m 
par les fleches de T\ et JF 2 . 

Preuve : 

Par le lemme E.4.2| Cat(l,m)(A), etant une colimite sequentielle transfinie 
d'operations Raj(l,m), s'exprime comme une colimite sequentielle transfinie 
cooperations RS au sens du lemme l4~3. 51 Done d'apres ce lemme, Cat(l, m)(A) 
est une operation de type RS avec pour 77 : A\ — > B (respectivement : A m — > 
P) une colimite sequentielle transfinie des morphismes 77 (respectivement 0) 
apparaissant dans Raj(l,m), eux-memes colimites sequentielles transfinies de 
sommes amalgamees par des fleches de T\ (respectivement par des fleches de 
T\ et JF 2 ), ce qui nous donne la caracterisation des morphismes 77 et 0. 

Montrons que B est un objet regal facile, i.e. se releve par rapport a la 
famille J-\. Soit / : X — > Y une fleche de J-\ et x : X — > B un morphisme 
quelconque de C. Comme par hypothese X est petit pour un cardinal regulier 
strictement inferieur a a et que B est une colimite sequentielle transfinie de B l , 
pour i < a, x se factorise a travers B 13 pour un certain j3 < a. Ceci equivaut 
a un morphisme de A[1]@X vers A 13 ne concernant que les parties peintes. 
Par definition de A^ +1 comme Raj(l, m)(A /3 , ip, jp), A@ +1 est la somme amal- 
gamee de A 13 par toutes les fleches de type A[l]G/i, A[m]Qh et Boit m (g) dont 
les sources s'envoient dans les parties peintes, avec h dans T\ et g dans JF 2 . 
Done, par le lemme 14.4.21 sa partie peinte B^ +1 est une colimite sequentielle 
transfinie de sommes amalgamees par des fleches de T\. En particulier, la 
somme amalgamee de A^ par A[1]0/ correspond a un rj qui n'est autre que 
le morphisme naturel de B 13 dans la somme amalgamee de B 13 par /. Done on 
obtient le diagramme commutatif suivant : 



X 



x 



B 13 



f 



Y 



3x 
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L'extension de x a B est done le relevement attendu. Done B se releve par 
rapport a la famille T\, ce qui en fait un objet regal facile. On demontrera 
de meme, en utilisant A[m]0/, pour / dans T\, que P est un objet regal facile. 

Montrons maintenant que ip : P ^ B Xa ■ ■ ■ Xa B est une alliance facile 
d'objets regaux, i.e. se releve par rapport a la famille JF 2 . On remarque que 
B x A ■ ■ ■ x a B est bien un objet regal comme produit fibre d'objets regaux au- 
dessus d'objets discrets. Considerons le diagramme commutatif suivant : 



X 



x 



1> 



Y 



B x 



A 



X 



A 



B 



avec g dans JF 2 , x et y quelconques. Comme X et Y, par hypothese, sont 
petits pour un cardinal regulier strictement inferieur a a et que ip est le mor- 
phisme universel induit par les ipi pour % < a, ce diagramme se factorise a 
travers ipp, pour un certain j3 < a. Ce nouveau diagramme correspond a un 
morphisme de la source du morphisme Boit m (g) vers A 13 . Par un argument 
similaire au precedent, P /3+1 est une colimite sequentielle transfmie de sommes 
amalgamees de fleches de T\ et JF 2 et, en particulier, de g qui provient de la 
somme amalgamee de A 13 par Boit m (g). De ce fait, l'extension du diagramme 
avec ipp en diagramme avec iftp+i possede un relevement, i.e. une fleche de Y 
vers P@ +1 faisant commuter les deux parties du diagramme, et son extension 
a P est bien un relevement du diagramme de depart. Done ip se releve par 
rapport a la famille JF 2 , ce qui en fait une alliance facile. 
CQFD. 



Ce plan d'addition de cellules Cat(l,m) s'exprime done en terme de cons- 
truction RS mais avec de bonnes proprietes : en effet les parties peintes de 
Cat(l,m) sont des objets regaux et la restriction du morphisme de Segal aux 
parties peintes est une alliance d'objets regaux. Ce sont justement ces bonnes 
proprietes qui permettent a Cat(l,m) de preserver l'homotopie des C-cate- 
gories. 

Lemme 4.4.6 Soit (C,JF 1? JF 2 ) une donnee de Segal pre-facile verifiant les 
proprietes suivantes : 

1) la categorie sous-jacente C est une categorie de modeles fermee, 
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2) les alliances d'objets regaux sont exactement les equivalences faibles de la 
categorie de modeles fermee C entre objets regaux, 

3) la famille T\ est incluse dans la classe des cofibrations triviales de la 
categorie de modeles fermee C et la famille JF 2 dans celle des cofibrations, 

4) les equivalences faibles sont stables par produit fibre au-dessus d'un objet 
discret. 

Alors pour toute C-precategorie C dont les morphismes de Segal sont des 
equivalences faibles de C, on a que pour tout entier m > 2, le morphisme 
canonique C —>■ Cat(l,m)(C) est niveau par niveau une cofibration triviale de 
C et Cat(l, m)(C) conserve la propriete que ses morphismes de Segal sont des 
equivalences faibles de C. 

Preuve : 

Soit C une C-precategorie dont tous les morphismes de Segal sont des equi- 
valences faibles de C. On a tout d'abord que Cat(l,m)(C)o n'est autre que 
Co car les fleches generatrices de C-categories faciles sont des isomorphismes 
au niveau des objets. Par le lemme l4".4.5| l'operation Cat(l, m)(C), pour un 
entier m > 2, n'est autre qu'une operation du type RS avec B et P des objets 
regaux faciles, r\ une colimite sequentielle transfinie de sommes amalgamees 
de fleches de la famille T\, ip une alliance d'objets regaux et une colimite 
sequentielle transfinie de sommes amalgamees de fleches des families T\ et Ti- 

Comme par hypothese la famille J-\ est incluse dans la classe des cofi- 
brations triviales, classe qui, dans la categorie de modeles fermee C, est stable 
par colimite sequentielle transfinie et par somme amalgamee le long d'un mor- 
phisme, il vient que rj est une cofibration triviale. De meme les families T\ et 
Ti etant incluse dans la classe des cofibrations, classe stable dans C par colim- 
ite sequentielle transfinie et par somme amalgamee le long d'un morphisme, 
il vient que (f) est une cofibration. Par hypothese sur C, son morphisme de 
Segal C m — > C\ Xc ■ ■ ■ Xc C\ est une equivalence faible. En outre, les equi- 
valences faibles sont stables par produit fibre au-dessus d'un objet discret, 
done le produit fibre m fois de rj au-dessus de Co est une equivalence faible. 
Par axiome "trois pour deux" dans la categorie de modeles fermee C, la com- 
posee du morphisme de Segal de C par ce produit fibre est encore une equi- 
valence faible. Or par le lemme 14.4.51 cette composee est egale a ip o <fi et 
comme ip est une alliance facile, toujours par "trois pour deux", est aussi 
une equivalence faible. 
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Pour tout entier q > 0, le morphisme canonique C q — ► Cat(l,m)(C) 9 est 
la somme amalgamee de C q par un coproduit multiple de 77 et de 0, done ce 
morphisme est une colimite sequentielle transfinie de sommes amalgamees de 
7] et de 0. Comme rj et sont des cofibrations triviales et que les cofibrations 
triviales sont stables par sommes amalgamees le long d'un morphisme et par 
colimite sequentielle transfinie, il vient que C q — > Cat(l,m)(C) q est une cofi- 
bration triviale. 



Considerons pour finir le diagramme commutatif suivant : 

r Se 9 al „ r v v r 

U q L-i X Co ... X Co Oi 



Cat(l,m)(C) q - r Cat(l,m)(C) 1 x Co . . . x Co Cat(l, m)(C)i 

On vient de prouver que le morphisme vertical de gauche est une equivalence fai- 
ble. En outre, par stabilite des equivalences faibles par produit fibre au- 
dessus d'un objet discret, le morphisme vertical de droite est aussi une equi- 
valence faible. Comme par hypothese les morphismes de Segal de C sont des 
equivalences faibles, alors par "trois pour deux" le morphisme de Segal de 
Cat(l,m)(C) aussi. 
CQFD. 

Pour que notre construction Cat(l, m) soit parfaite, nous n'avons plus qu'a 
lui demander d'etre fonctorielle, ce qui est l'objet du lemme suivant. 

Lemme 4.4.7 Soit [C,J-\,J-2) une donnee de Segal pre- facile. Soit m un en- 
tier strictement superieur a un. 

La construction Cat(l, m) est en fait un foncteur de la categorie des C-precate- 
gories vers elle-meme. De meme tout plan d 'addition de cellules constitue de 
plans d'addition de cellules de type Cat(l,m) est un foncteur de la categorie 
des C-precategories vers elle-meme. 

Preuve : 

D'apres le lemme 14.4.31 tout plan d'addition de cellules constitue de plans 
simples de type Raj(l,m) est un foncteur de la categorie des C-precate- 
gories peintes vers elle-meme. C'est done le cas de Cat(l,m). Toutefois le 
plan d'addition de cellules Cat(l,m) part des C-precategories quelconques et 
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tombe dans les C-precategories quelconques. Or le fait d'associer a une C- 
precategorie quelconque la peinture des niveaux 1 et m tout entier est un 
procede fonctoriel de la categorie des C-precategories vers celle des C-precate- 
gories peintes. De meme, l'oubli de la peinture est un foncteur des C-precate- 
gories peintes vers les C-precategories. Ainsi Cat(l,m) est bien un foncteur 
des C-precategories vers elles-memes. 

Le second resultat resulte du premier auquel on applique le lemme 12.4.111 
CQFD. 

Nous avons done trouve un plan d'addition fonctoriel de fleches generatrices 
de C-categories faciles Cat(l, m) qui preserve l'liomotopie des C-categories. 
Afin d'obtenir un procede de categorisation preservant l'homotopie des C- 
categories, il suffit de construire un plan d'addition qui prendra en compte 
tous les Cat(l,m). C'est l'objet de la prochaine section. 
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4.5 Construction Bigcat 



Grace aux sections precedentes, nous avons pu exhiber un plan d'addi- 
tion de fleches generatrices Cat(l,m) qui preserve le type d'homotopie des 
C-categories. Toutefois ce plan n'ajoute que certaines fleches generatrices de 
C-categories faciles et pas toutes. En revanche, si Ton considere l'ensemble 
des Cat(l,m) avec m decrivant les entiers strictement superieurs a un, on ob- 
tient une famille de plans d'addition qui ensembles prennent toutes les fleches 
generatrices. Nous allons done definir la categorisation Bigcat comme un plan 
d'addition de cellules suivant un ordre et construit a partir des Cat(l,m), 
e'est-a-dire comme un plan d'addition de cellules de la forme BCat(t), ou 
t va parcourir tous les entiers strictement superieurs a un et ce un nombre 
suffisamment grand de fois pour assurer que le plan Bigcat categorise. 

Definition 4.5.1 Soit {C,T\,T-i) une donnee de Segal pre-facile. Soit a un 
cardinal regulier strictement superieur au cardinal regulier pour lequel les 
sources et huts des fleches des families T\ et JF 2 sont petites. 
Notons $ la famille TQ\ des fleches generatrices de C-categories faciles. No- 
tons $1 la famille constitute des fleches generatrices de la forme A[1]0/ avec 
/Gfi et, pour tout entierm > 2, notons $ m la famille constitute des fleches 
generatrices de la forme A[m]G/ et Boit m (g) avec f E J-\ et g G T<i- On a 
bien une partition de $ en <3> m pour m > 1. 

Posons T V ordinal transfini a x N et t la fonction qui a tout ordinal n) < 
a x N associe le couple d'entier (l,n + 2). 

On definit alors le plan d'addition de cellules Bigcat comme le plan d'addition 
de cellules suivant V ordre t qui, a chaque etape t < T , a pour plan d'addition 
Cat(t(r)). 

Apres avoir defini Bigcat, nous allons montrer qu'il s'agit bien d'une 
categorisation. 

Proposition 4.5.2 Soit {C,T\,T2) une donnee de Segal pre-facile. 

Bigcat est un foncteur de la categorie des C-precategories vers la categories 

des C-categories faciles verifiant la propriete suivante : 

pour tout morphisme f d'une C-precategorie quelconque A vers une C-cate- 
gorie facile C , il existe un morphisme de C-precategories non necessairement 
unique de Bigcat(A) vers C dont la precomposee avec le morphisme naturel 
de A vers Bigcat(A) est le morphisme f . 

Preuve : 

Tout d'abord, il est facile de voir que Bigcat est un foncteur car e'est une ap- 
plication directe du lemme 14.4.71 Pour avoir le reste de la proposition, il suffit 
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de montrer que les hypotheses du lemme I2.1U.3I sont verifiees : celles sur $ et 
celle sur t. Avant tout, on remarque que les plans du type Cat(l,m) sont des 
plans d'addition de cellules composes de plans simples de type Raj(l,m) qui 
sont des sous-plans de e* 1 u$ mi i. Or comme a la premiere etape de Cat(l,m) 
on prend pour parties peintes la totalite des niveaux 1 et m, le sous-plan 
Raj(l,m) a cette etape n'est autre que e^u^i tout entier. Ainsi les plans 
Cat(l, m) sont bien du type Cat^^x et done Bigcat est bien du type BCat(t), 
ce qui justifie le fait d'utiliser le lemme 12.10.31 

Premierement, par hypothese (C, T\,T<i) est une donnee de Segal pre-facile. 
Done les sources et buts des Heches des families T\ et JF 2 sont petites pour 
un certain cardinal regulier strictement inferieur a a. Par le lemme 13.4.51 ceci 
entraine que les sources des fleches de la famille TQ\ = $ sont petites par 
rapport a ce meme cardinal. Comme en outre $ admet une partition, on a 
bien verifie les hypotheses sur $. 

Comme T est le produit a x K dont le cardinal est a, on a bien que le car- 
dinal de T est un cardinal regulier strictement superieur au cardinal regulier 
pour lequel les sources des fleches de la famille $ sont petites. Par la suite, on 
mettra sur T l'ordre lexicographique. 

Soit m > 1 un entier. Montrons que pour tout ordinal ((3, n) < T, il existe un 
ordinal r < T plus grand pour lequel t(r) contient m. Deux cas se presentent. 
Sim > n+2, alors l'ordinal (/3, m— 2) verifie d'une part (j3, n) < (/?, m— 2) < T 
et d'autre part t((3, m — 2) = (1, m). Sinon m < n + 2. Comme a est un car- 
dinal transfini et que f3 est strictement inferieur a a alors (3 + 1 est encore 
strictement inferieur a a. Ainsi r = (/? + l,m — 2) est plus petit strictement 
que T mais aussi plus grand que ((3, n), car l'ordre est lexicographique. De plus 
ce t verifie bien que t(r) = (1, m). Ceci montre done la premiere condition 
sur t. 

II est facile de voir avec notre t que, pour m > 2, t _1 (m) n'est autre que 
l'ensemble des couples (/3,m — 2), avec (3 < a, dont le cardinal est a = 
Card(T). Pour m — 1, t~ l (l) est en fait T tout entier, done son cardinal est 
bien celui de T. Ceci montre la seconde condition sur t. 

On peut done appliquer le lemme 12.10.31 qui nous assure que le resultat de 
Bigcat est $-injectif, e'est-a-dire est une C-categorie facile, et que Bigcat a 
bien la propriete de factorisation de la proposition. 
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CQFD. 

Corollaire 4.5.3 Soit (C, J-'i, ^2) une donnee de Segal pre- facile. Soit A une 
C-precategorie. Comme, par la proposition precedente, Bigcat(A) est une C- 
categorie facile, on peut choisir de la marquer en prenant pour relevements 
marques les premiers qui apparaissent dans Vordre de la construction. On 
obtient alors le resultat suivant : 

tout morphisme de A vers une C-categorie marquee C se factorise a travers un 
morphisme preservant le marquage de Bigcat(A) vers C , cette factorisation 
n'etant pas necessairement unique. 

Preuve : cela decoule de la demonstration de la proposition. CQFD. 

Notre nouvelle construction Bigcat est une categorisation composee de 
plans Cat(l,m) dont on a vu qu'ils preservaient l'homotopie des C-categories. 
II serait done normal que Bigcat preserve cette propriete. 

Proposition 4.5.4 Soit (C,JF 1; JF 2 ) une donnee de Segal pre- facile verifiant 
les proprietes suivantes : 

1) la categorie sous-jacente C est une categorie de modeles fermee, 

2) les alliances d'objets regaux sont exactement les equivalences faibles de la 
categorie de modeles fermee C entre objets regaux, 

3) la famille T\ est incluse dans la classe des cofibrations triviales de la 
categorie de modeles fermee C et la famille JF 2 dans celle des cofibrations, 

4) les equivalences faibles sont stables par produit fibre au-dessus d'un objet 
discret. 

Alors pour toute C-categorie A, le morphisme canonique A — > Bigcat(A) est 
une equivalence de C-categories niveau par niveau et une cofibration niveau par 
niveau. En particulier A — > Bigcat(A) est une equivalence de C-categories. 

Preuve : 

Tout d'abord on observe que toutes les constructions apparaissant dans la con- 
struction Bigcat laissent invariant l'ensemble des objets. Ainsi le morphisme 
canonique induit l'identite sur l'ensemble des objets. Montrons par recurrence 
transfinie que pour tout ordinal r < T, C — > Bigcat T (C) est niveau par niveau 
une cofibration triviale et que les morphismes de Segal de Bigcat T (C) sont des 
equivalences faibles dans C. Pour r = 0, e'est vrai car Bigcato(C) n'est autre 
que C qui est une C-categorie, done ses morphismes de Segal sont des al- 
liances d'objets regaux, ce qui par l'hypothese 2) montre que ses morphismes 
de Segal sont des equivalences faibles dans C. 
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Supposons la propriete vraie pour r < T, alors les morphismes de Segal de 
Bigcat T (C) sont des equivalences faibles dans C. Done Bigcat r {C) verifie les 
hypotheses du lemme l4".4.6l et done Bigcat T (C) — > Cat{t{r))(Bigcat T (C)) = 
Bigcat T+ \(C) est niveau par niveau une cofibration triviale et les morphismes 
de Segal de Cat{t{r)){Bigcat T [C)) = Bigcat T+ i{C) sont des equivalences fai- 
bles. Comme par hypothese de recurrence sur r < T le morphisme naturel 
C — > Bigcat T (C) est niveau par niveau une cofibration triviale et que dans la 
categorie de modeles fermee C les cofibrations triviales sont stables par com- 
position, il vient que le morphisme C — > Bigcat T+ i(C) est niveau par niveau 
une cofibration triviale. On a done montre l'hypothese de recurrence pour r+1. 

Soit r < T un ordinal limite et supposons l'hypothese de recurrence vraie 
pour tout t' < t. Comme C — > Bigcat T (C) est niveau par niveau une colimite 
sequentielle transfinie de cofibrations triviales C — > Bigcat r i(C) et que les 
cofibrations triviales de la categorie de modeles fermee C sont stables par col- 
imite sequentielle transfinie, il vient que niveau par niveau C — > Bigcat T (C) 
est une cofibration triviale. Et par un raisonnement identique a celui de la 
demonstration du lemme 14.4.61 on en deduit que les morphismes de Segal 
de Bigcat T {C) sont des equivalences faibles, ce qui montre l'hypothese de 
recurrence pour l'ordinal limite r. 

Par recurrence transfinie, on a done montre que pour tout ordinal r < T 
le morphisme naturel C — > Bigcat T (C) est une cofibration triviale niveau 
par niveau et que les morphismes de Segal de Bigcat T (C) sont des equi- 
valences faibles de C. Cest en particulier le cas pour r = T, et comme C 
et BigcatiC) sont des C-categories, C — > Bigcat{C) est niveau par niveau 
une alliance d'objets regaux par l'hypothese 2), done e'est bien une equi- 
valence de C-categories niveau par niveau, et par le lemme 14.1.21 e'est aussi 
une equivalence de C-categories, ce qui montre la proposition. 
CQFD. 

La construction Bigcat est done non seulement un precede de categorisation 
mais aussi une operation qui preserve le type d'homotopie des C-categories. 
Comme nous avons deja vu que les equivalences de C-categories verifient la 
propriete de "trois pour deux", nous sommes maintenant en mesure d'appli- 
quer la proposition 12. 7. 1[ ce qui est l'objet de la prochaine section. 
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4.6 Preservation du type d'homotopie par la 
construction Cat 



Afin de resoudre la probleme de la categorisation, nous cherchons a mon- 
trer que la construction Cat adjointe du foncteur oubli des C-categories faciles 
marquees vers les C-precategories preserve le type d'homotopie des C-precate- 
gories. Or la proposition 12.7.11 nous certifie que Cat a bien cette propriete 
si les equivalences de C-categories verifient certaines proprietes et s'il existe 
une categorisation preservant le type d'homotopie des C-categories. Dans les 
sections precedentes, nous avons justement montre que, sous certaines hy- 
potheses sur la donnee de Segal pre-facile, les proprietes voulues pour les equi- 
valences de C-categories sont verifiees et que la construction Bigcat categorise 
en preservant le type d'homotopie des C-categories. Rassemblons done ces hy- 
potheses qui permettent d'appliquer la proposition I2.7.1[ ce qui donnera la 
definition de donnee de Segal facile. 

Definition 4.6.1 Une donnee de Segal pre-facile (C, JFi, JF2) est dite facile si 
elle verifie les hypotheses suivantes : 

1) La categorie sous-jacente C est une categorie de modeles fermee dont tous 
les objets sont cofibrants. 

2) Les alliances d'objets regaux sont exactement les equivalences faibles de la 
categorie de modeles fermee C entre objets regaux. 

3) Le foncteur r est tel que, pour tout objet C de C, Tq(C) est un quotient de 
I 'ensemble des morphismes dans C de I 'objet final vers C. 

4) LI existe un objet regal contractile K muni de deux morphismes de I'objet 
final vers K notes et 1, et ayant la propriete suivante : pour tout couple 
(f,g) de morphismes de I'objet final vers un objet regal C tel que leurs images 
par r soient egales, il existe un morphisme de K vers C envoyant sur f et 
1 sur g. 

5) Les equivalences faibles sont stables par produit fibre au-dessus d'un objet 
discret. 

6) Le produit fibre d'une equivalence faible entre objets regaux le long d'une 
fibration est une equivalence faible. 

7) La famille T\ est incluse dans la classe des cofibrations triviales de la 
categorie de modeles fermee C et la famille JF 2 dans celle des cofibrations. 

Appliquons maintenant la proposition 12 . 7. II au triplet Cat, Bigcat et equi- 
valence de C-categories lorsque la donnee de Segal est facile. 
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Theoreme 4.6.2 Soit {C,T\,T%) une donnee de Segal facile. Alors il existe 
un foncteur Cat de la categorie des C-precategories vers la categorie des C- 
categories faciles marquees qui est adjoint a gauche du foncteur Oubli des C- 
categories faciles marquees vers les C-precategories et verifiant que pour toute 
C-precategorie A I'image par Cat du morphisme naturel can a '■ A — > Cat(A) 
est une equivalence de C-categories. 

Preuve : 

Les hypotheses de la donnee de Segal assurent, par le lemme l4".1.3l et le corol- 
laire 14.1.41 que les equivalences de C-categories verifient les deux premieres 
hypotheses de la proposition 12.7.11 En outre le fait que les isomorphismes de 
C-categories sont des equivalences de C-categories est une consequence directe 
du lemme 14.1.21 Ainsi toutes les hypotheses sur les equivalences de C-cate- 
gories sont verifiees. 

La proposition 13.3.41 a montre que les C-categories faciles sont exactement 
les objets jF^ 1 -injectifs et la construction Cat definie comme le plan Ejrg 1 est 
bien un adjoint a gauche du foncteur Oubli, car la donnee de Segal est facile, 
done pre-facile, ce qui permet d'utiliser la proposition 13.4. 1 fl 

Enfin la proposition 14.5.41 dont les hypotheses sont verifiees par la donnee 
de Segal facile, montre que le plan fonctoriel d'addition de fleches de TQ\ 
nomme Bigcat verifie les deux premieres proprietes de la ^-"^i-injectivisation 
mais aussi la troisieme pour les objets ^-"^i-injectifs, e'est-a-dire pour les C- 
categories faciles. Ceci termine de montrer que les hypotheses de la proposi- 
tion |223] sont verifiees. 

On peut alors appliquer cette proposition qui assure que Cat est une TQ\- 
injectivisation, en particulier verifie la stabilite homotopique des C-precate- 
gories. 
CQFD. 

En fait 1' application de la proposition 12.7.11 nous donne plus car elle nous 
dit que les morphismes de C-categories faciles sont des equivalences de C- 
categories si et seulement si leurs images par Cat sont des equivalences de 
C-categories. Cette remarque va nous permettre d'etendre la notion d'equi- 
valence de C-categories aux C-precategories en disant qu'un morphisme de C- 
precategorie est une equivalence si son image par Cat est une equivalence de 
C-categories. 

Definition 4.6.3 Soit (C,^,^) une donnee de Segal facile. On dit d'un 
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morphisme de C-precategories que c'est une equivalence faible si son image 
par Cat est une equivalence de C-categories. 

Par cette definition, nous allons pouvoir rapatrier sur les equivalences faibles 
les proprietes des equivalences de C-categories, comme le "trois pour deux" 
par exemple. 

Lemme 4.6.4 Soit {C,T\,T'i) une donnee de Segal facile. 

Les equivalences faibles de C-precategories verifient les proprietes suivantes : 

- les isomorphismes de C-precategories sont des equivalences faibles, 

- les morphismes de C-categories faciles sont des equivalences faibles si et 
seulement si ce sont des equivalences de C-categories, 

- soient f et g deux morphismes de C-precategories composables, si parmi 
fi9i9 ° f deux morphismes sont des equivalences faibles alors le troisieme 
aussi, 

- soient f et g deux morphismes de C-precategories composables, si f o g est 
Videntite et que g o / est une equivalence faible, alors f et g sont des equi- 
valences faibles. 

Preuve : 

Comme pour la proposition 14.6.21 on demontre que les hypotheses du corol- 
laire 12.7.21 qui sont les memes que celles de la proposition 12. 7. 11 sont verifiees, 
ce lemme etant une consequence directe du corollaire 12.7.21 car ici les $-equi- 
valences ne sont autres que les equivalences faibles. 
CQFD. 

En fait, si l'on regarde de plus pres, Bigcat verifie un resultat plus fort 
que celui demande par la proposition 12.7.11 En effet, la proposition demande 
seulement la preservation de l'homotopie pour les C-categories faciles alors que 
Bigcat preserve l'homotopie pour toutes les C-categories. Aussi si Ton refait 
la demonstration de la proposition 12. 7. II pour les C-categories quelconques, on 
obtient les resultats suivants. 

Lemme 4.6.5 Soit (C, JFi, JF2) une donnee de Segal facile. 

- Pour toute C-categorie quelconque A, le morphisme naturel A — ► Cat(A) est 
une equivalence de C-categories. 

- Pour tout morphisme de C-categories quelconque f : A — » B , on a : 

f est une equivalence de C-categories si et seulement si f est une equivalence faible. 

Preuve : c'est la meme demonstration que la proposition 12.7.11 en utilisant le 
fait que Bigcat preserve l'homotopie de toutes les C-categories et pas seule- 
ment des C-categories faciles. 
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II serait egalement interessant de comparer la notion d' equivalence faible 
definie par Cat avec la notion d'equivalence faible qu'on aurait pu definir avec 
Bigcat. 

Lemme 4.6.6 Soit {C,J-\,J-2) une donnee de Segal facile. 

- Pour toute C-precategorie A, le morphisme naturel A — > Bigcat(A) est une 
equivalence faible de C-precategories, c'est-d-dire son image par Cat est une 
equivalence de C-categories. 

- Pour tout morphisme de C-precategories f : A — > B, on a : 

f est une equivalence faible de C-precategories si et seulement si Bigcat(f) 
est une equivalence de C-categories. Ce qui signifie : 

Cat(f) est une equivalence de C-categories si et seulement si Bigcat(f) est 
une equivalence de C-categories. 

Preuve : 

La premiere partie du lemme est l'application directe du lemme 12". 1 1 . 21 dont les 
hypotheses nominees hypotheses 12 . 1 1 . II ne sont autres que celles de la proposi- 
tion |22H] dont on a montre qu'elles sont verifiees par la donnee de Segal facile. 

Pour la seconde partie, considerons le diagramme commutatif suivant : 

f 

A 1 »B 



Bigcat(A) >- Bigcat(B) 

Bigcat(f) 

Par la premiere partie du lemme, les fleches verticales sont des equivalences fai- 
bles de C-precategories. En appliquant le lemme I4.fi.4[ il vient que / est une 
equivalence faible de C-precategories si et seulement si Bigcat(f) est une 
equivalence faible de C-precategories. Or Bigcat(f) est un morphisme de C- 
categories faciles, done toujours par le lemme 14.6.41 Bigcat(f) est une equi- 
valence faible de C-precategories si et seulement si e'est une equivalence de 
C-categories, ce qui montre la seconde partie du lemme. 
CQFD. 

Nous avons finalement resolu notre probleme de la categorisation, a savoir 
trouver une procede qui a une C-precategorie associe une C-categorie qui soit 
de meme type homotopique qu'elle. Pour cela, on a facilite la donnee de Segal 
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en lui adjoignant deux families engendrant certains objets regaux et certaines 
alliances d'objets regaux. Bien sur, comme on l'a fait remarquer a l'epoque ce 
choix est arbitraire et rien ne nous dit que la notion de C-categorie facile n'est 
pas trop forte. C'est pourquoi pour eviter ce phenomene on a requis pour les 
categorisations de preserver le type d'homotopie. 

On a par la suite trouve sous quelles hypotheses on a une telle categorisation, 
c'est ce que Ton a appele donnee de Segal facile, car elle facilite l'obtention 
d'une bonne categorisation. Les hypotheses de cette donnee de Segal facile 
montre la marge que l'on a dans le choix des families generatrices d'objets 
regaux faciles et d'alliances faciles d'objets regaux faciles qui permettront une 
bonne categorisation. 

On remarque aussi que les hypotheses des donnees de Segal faciles sont as- 
sez contraignantes car elles demandent a la categorie C de posseder une struc- 
ture de categorie de modeles fermee, ce qui est tout a fait normal puisque nous 
voulons manipuler des sortes d'equivalences faibles que sont les alliances d'ob- 
jets regaux et nous assurer de leur stabilite par colimites. Par ailleurs, toutes 
les constructions categorisantes sont en fait des I-injectivisations qui sont des 
processus caracteristiques de la structure de categorie de modeles fermee. 

Aussi allons nous dans le prochain chapitre nous interesser a montrer que 
la categorie C — VC avec les monomorphismes et les equivalences faibles de 
C-precategories forme une categorie de modeles fermee. Ceci nous donnera un 
bon cadre theorique aux manipulations homotopiques sur les C-precategories. 
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Chapitre 5 

Structure de categorie de 
modeles fermee engendree de 
maniere cofibrante sur les 
C-precategories 
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Apres avoir presente la notion de categorie enrichie faible sur une categorie 
C dans un premier chapitre, nous nous sommes poses le probleme de la cate- 
gorisation : trouver une construction fonctorielle qui a toute C-precategorie as- 
socie une C-categorie en preservant le type d'homotopie. Les trois chapitres 
precedents ont ete entierement consacres a la resolution de ce probleme. A la 
fin du chapitre precedent, nous avons pu etablir a quelles conditions sur C ce 
probleme possede une solution. Parmi ces conditions se trouve la structure de 
categorie de modeles fermee et ce n'est pas un hasard. En effet la structure de 
categorie de modeles fermee est un bon cadre pour traiter de l'homotopie, des 
remplacements fibrants et autres. Et c'est ce que l'on faisait en cherchant a 
resoudre le probleme de la categorisation, puisque Ton manipulait les notions 
d'alliances et d'objets regaux faciles, entre autres. 

C'est la raison pour laquelle il parait tout a fait indiquer de chercher a 
mettre sur let Ccitc gorie C — VC des C-precategories une telle structure de 
categorie de modeles fermee. L'existence de cette structure est en fait une 
propriete de la categorie et de trois classes de ses morphismes que Ton nomme 
cofibrations, equivalences faibles et fibrations. Comme nous l'avons vu au 
chapitre precedent, la notion d'equivalence de C-categories s'etend aux C- 
precategories par l'intermediaire de la categorisation Cat et nous dirons d'un 
morphisme de C-precategories que c'est une equivalence faible si son image par 
Cat est une equivalence de C-categories. Ann de simplifier les demonstrations, 
nous allons prendre pour cofibrations les monomorphismes de C-precategories, 
e'est-a-dire les morphismes de C-precategories qui niveau par niveau sont des 
monomorphismes de C. Enfin comme c'est habituellement le cas dans ce genre 
de probleme, nous definirons les fibrations de C-precategories comme les mor- 
phismes ayant la propriete de relevement a droite par rapport aux monomor- 
phismes qui sont des equivalences faibles. 

Le but de ce chapitre est done de montrer que la categorie C — VC des 
C-precategories avec les cofibrations, equivalences faibles et fibrations ainsi 
definies est bien une categorie de modeles fermee. Pour des raisons de com- 
modite, nous demontrerons que c'est en fait une categorie de modeles fermee 
engendree de maniere cofibrante. Afin d'avoir en tete les axiomes de ces struc- 
tures, nous debuterons ce chapitre par un rappel des definitions de ces struc- 
tures ainsi que par l'enonce du lemme de reconnaissance de la structure de 
categorie de modeles fermee engendree de maniere cofibrante. Puis nous allons 
montrer au fur et a mesure de ce chapitre que la categorie C — VC verifie les 
differentes hypotheses de ce lemme. Ce qui nous amenera au theoreme cen- 
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tral de la these qui enonce a quelles conditions sur la categorie C la categorie 
des C-precategories C — VC est une categorie de modeles fermee engendree de 
maniere cofibrante avec les trois classes definies ci-dessus. 
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5.0 Rappels sur la structure de categorie de 
modeles fermee engendree de maniere cofi- 
brante 

Dans cette partie, nous allons surtout faire des rappels concernant la struc- 
ture de categorie de modeles fermee due a Quillen dans 0] et celle de categorie 
de modeles fermee engendree de maniere cofibrante. En particulier nous allons 
enoncer le lemme de reconnaissance de la structure de categorie de modeles 
fermee engendree de maniere cofibrante de PQ. 

Commengons tout d'abord par rappeler la definition de categorie de modeles 
fermee. 

Definition 5.0.1 Une categorie de modeles fermee est une categorie A4 mu- 
nie de trois classes de morphismes, nommes respectivement les cofibrations, 
les equivalences faibles et les fibrations, et satisfaisant les axiomes suivants : 
CM1 : M. est complete et cocomplete. 

CM2 (axiome "trois pour deux") : si f et g sont deux morphismes composables 
dans M. et si deux morphismes parmi f, g etgof sont des equivalences faibles 
alors le morphisme restant est aussi une equivalence faible. 
CMS : Les cofibrations, les equivalences faibles et les fibrations sont stables 
par retracts. 

CM4 : Les cofibrations ont la propriete de relevement a gauche par rapport aux 
fibrations triviales (morphismes a la fois fibrations et equivalences faibles). Les 
fibrations ont la propriete de relevement a droite par rapport aux cofibrations 
triviales (morphismes a la fois cofibrations et equivalences faibles). 
CM5 : Tout morphisme de M. possede une factorisation (fonctorielle) en une 
cofibration triviale suivie d'une fibration ainsi qu'une factorisation (foncto- 
rielle) en une cofibration suivie d'une fibration triviale. 

Parmi les categories ayant une structure de categorie de modeles fermee, 
certaines ont la propriete que leurs cofibrations et leurs cofibrations triv- 
iales sont engendrees par des ensembles de morphismes, au sens du deuxieme 
chapitre. On dira alors que ces categories ont une structure de categorie de 
modeles fermee engendree de maniere cofibrante. 

Definition 5.0.2 Une categorie de modeles fermee engendree de maniere 
cofibrante est une categorie de modeles fermee Ai pour laquelle : 
- il existe un ensemble de morphismes X (appele ensemble des cofibrations 
generatrices) permettant V argument du petit objet et tel qu'un morphisme 
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est une fibration triviale si et seulement s'il a la propriete de relevement a 
droite par rapport a I. 

- il existe un ensemble de morphismes J (appele ensemble des cofibrations 
triviales generatrices) permettant I 'argument du petit objet et tel qu'un mor- 
phisme est une fibration si et seulement s'il a la propriete de relevement a 
droite par rapport a J . 

II est assez courant parmi les categories ayant la structure de categorie 
de modeles fermee engendree de maniere cofibrante que leurs cofibrations 
soient en fait les monomorphismes. On dira, dans ce cas, que leur categorie de 
modeles fermee est engendree par monomorphismes. 

Definition 5.0.3 Une categorie de modeles fermee engendree par monomor- 
phismes est une categorie de modeles fermee engendree de maniere cofibrante 
pour laquelle les cofibrations sont exactement les monomorphismes. 

Comme nous l'avons annonce plus haut, nous allons utiliser un lemme de 
reconnaissance de la structure de categorie de modeles fermee engendree de 
maniere cofibrante, que Ton trouve dans le papier d'Hirschhorn pQ, afin de 
montrer que la categorie des C-precategories, munie des equivalences faibles 
definies precedemment, est une categorie de modeles fermee engendree par 
monomorphismes. 

Lemme 5.0.4 (de reconnaissance) SoitM. une categorie munie d'une clas- 
se de morphismes W (ses equivalences faibles) et de deux ensembles de mor- 
phismes I et J. Supposons que M. verifie les proprietes suivantes : 

0) M. est complete et cocomplete, 

1) W est stable par retracts et satisfait a I'axiome "trois pour deux" : pour 
tout couple (f, g) de morphismes composables, si deux morphismes parmi f, g 
et go f sont dans W alors le morphisme restant est aussi dans W, 

2) I et J permettent I'argument du petit objet, 

3) Toute J-cofibration est a la fois une I-cofibration et dans W, 

4 ) Tout morphisme I-injectif est a la fois J-injectif et dans W, 

5) L'une des deux proprietes suivantes est vraie : 

- les morphismes a la fois I- cofibrations et dans W sont des J- cofibrations, 

- les morphismes a la fois J-injectifs et dans W sont I-injectifs. 

Alors il existe une structure de categorie de modeles fermee engendree de 
maniere cofibrante sur A4 avec W pour classe des equivalences faibles, I pour 
ensemble des cofibrations generatrices et J pour ensemble des cofibrations triv- 
iales generatrices. 
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Munis de ce lemme de reconnaissance, nous allons maintenant pouvoir 
montrer que la categorie C — VC avec ses equivalences faibles de C-precate- 
gories est une categorie de modeles fermee engendree par monomorphismes en 
montrant qu'elle verifie les six hypotheses du lemme de reconnaissance 15.0.41 
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5.1 Stabilite des equivalences faibles par retracts 



Avant de commencer la verification des hypotheses du lemme de recon- 
naissance 15.0.41 de la structure de categorie de modeles fermee engendree de 
maniere cofibrante, recapitulons les definitions des cofibrations, equivalences fai- 
bles et fibrations des C-precategories. 

Definition 5.1.1 (rappel des equivalences faibles de C-precategories) 

Soit [C,J-\,J-2) une donnee de Segal facile. On dit d'un morphisme de C- 
precategories que c'est une equivalence faible si son image par Cat est une 
equivalence de C- categories. 

Definition 5.1.2 Soit [C^Tx^T-i) une donnee de Segal facile. On appelle cofi- 
brations de C-precategories les monomorphismes de C -pre categories, c'est-a- 
dire les morphismes de C-precategories qui niveau par niveau sont des monomor- 
phismes de C. On appelle cofibrations triviales de C-precategories les monomor- 
phismes de C-precategories qui sont egalement des equivalences faibles de C- 
precategories. 

Definition 5.1.3 Soit (C, JFi, .7-2) une donnee de Segal facile. On appelle fi- 
brations de C-precategories les morphismes de C-precategories ayant la pro- 
priete de relevement a droite par rapport aux cofibrations triviales de C-precate- 
gories. On appelle fibrations triviales de C-precategories les fibrations de C- 
precategories qui sont egalement des equivalences faibles de C-precategories. 

Apres avoir mis au clair les definitions des classes de cofibrations, equi- 
valences faibles et fibrations pour les C-precategories, nous sommes a meme 
de debuter la verification des hypotheses du lemme de reconnaissance HHPl de 
la structure de categorie de modeles fermee engendree de maniere cofibrante. 
Pour cela, nous allons toujours nous mettre dans le cas oil C est munie d'une 
donnee de Segal facile. 

L'hypothese 0) consiste en la completude et la cocompletude de C — VC. 
Or comme on ne considere que les donnees de Segal faciles, la categorie C sous- 
jacente est toujours une categorie de modeles fermee, done elle est complete 
et cocomplete, ce qui par la proposition II .2.51 assure que C — VC est complete 
et cocomplete. 

L'hypothese 1) demande aux equivalences faibles de C-precategories d'etre 
stables par retracts et par "trois pour deux". Comme le lemme 14.6.41 nous 
assure la propriete de "trois pour deux" des equivalences faibles de C-precate- 
gories, il ne reste plus qu'a montrer leur stabilite par retract. 
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Lemme 5.1.4 Soit (C, J 7 !, T2) une donnee de Segal pre-facile verifiant la pro- 
priete suivante : 

les alliances d'objets regaux sont stables par retracts. 

Alors les equivalences faibles de C — VC sont stables par retracts. 

Preuve : 

Par fonctorialite de Cat, montrer que les equivalences faibles sont stables par 
retracts revient a montrer que les equivalences de C-categories entre C-cate- 
gories marquees sont stables par retracts. 

Soient done / : A — > B et g : C — > D deux morphismes de C-categories mar- 
quees tels que / soit un retract de g et g soit une equivalence de C-categories. 
Le fait que / est retract de g et que Tq est un foncteur entraine que To(/) est 
un retract de r (g). Or on a vu que les equivalences de C-categories induisent 
des bijections par r . Done T (g) est une bijection et comme les bijections en- 
semblistes sont stables par retracts, il vient que r (f) est bijectif et done que 
/ est essentiellement surjectif. 

Notons maintenant i, j, r, et s les morphismes intervenant dans la definition 
de retracts. On a done les egalites suivantes : 

g o % = j o f, f or = so g, roi = Id A et s o j = Id B . 

On remarque que pour tout couple (a, a') d'objets de A, /i(a, a') : Ai(a, a') — > 
B\ (/(a), f(a')) est un retract de gi(i(a) , i(a')) : Ci(i(a) , i(a')) — > Di(goi(a), go 
i(a')) car on a les egalites suivantes : 

gi(i(a),i(a')) oii(o,a') = ji(f(a), f(a')) o }\(a,a') 

A (a, a') on(i(a),i(a')) = si(j ° /(a), j o /(a')) o ^i(i(a), i(a')) 

ri(i(a),i(a')) 0^(0,0') = Id AlM 

si(j o f(a),j o f(a'))oj 1 (f(a), f(a')) = Id BlU{a)JW)) . 

Or par hypothese, les alliances d'objets regaux sont stables par retracts. 
Comme g est une equivalence de C-categories, on a que gi(i(a) , i(a')) est une 
alliance d'objets regaux et, par consequent, fi(a,a') aussi comme retract du 
precedent. Ceci montre que / est pleinement fidele et comme on a deja montre 
que / est essentiellement surjective, il vient que / est une equivalence de C- 
categories. 
CQFD. 
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Bien evidemment si notre donnee de Segal pre-facile est facile, alors les al- 
liances d'objets regaux sont des equivalences faibles de la categorie de modeles 
fermee C et sont done stables par retracts, ainsi toute donnee de Segal facile 
verifie les hypotheses de ce lemme, ce qui finit de montrer l'hypothese 1) du 
lemme 15.0.41 

A partir de l'hypothese 2), interviennent les ensembles generateurs des 
cofibrations et des cofibrations triviales, notes X et J . Nous allons done les 
definir dans la section suivante. 



175 



5.2 Ensembles generateurs X et J 



La structure de categorie de modeles fermee engendree de maniere cofi- 
brante est basee sur le fait que les cofibrations et les cofibrations triviales 
sont engendrees par certains ensembles notes X et J . Comme nous avons deja 
verifie les deux premieres hypotheses du lemme de reconnaissance I5.U.4I il 
nous reste a verifier les quatre dernieres qui traitent justement de ces ensem- 
bles generateurs, que nous devons done definir. Bien que l'on ait pris comme 
cofibrations de C-precategories les monomorphismes niveau par niveau, nous 
allons tant que faire se peut nous placer dans le cadre plus general ou les 
cofibrations des C-precategories sont les cofibrations niveau par niveau. 

Pour trouver l'ensemble X des cofibrations generatrices, on remarque tout 
d'abord que par definition les cofibrations sont niveau par niveau des cofibra- 
tions de C. Si C est une categorie de modeles fermee engendree de maniere 
cofibrante, alors les cofibrations de C — VC sont niveau par niveau des colim- 
ites de sommes amalgamees par les cofibrations generatrices de C. 
Soit f : A —> B une cofibration, tout d'abord e'est une injection au niveau 
des objets et done, pour rajouter a A les eventuels objets que B a en plus, on 
prend la somme amalgamee de A par — > *. 

Supposons maintenant que jusqu'au rang n — l,f induise des isomorphismes. 
On veut alors rajouter a A n ce qui lui manque pour devenir B n , e'est-a-dire 
faire une colimite de somme amalgamee par les cofibrations generatrices de 
C. On remarque alors que quand on veut rajouter une cofibration generatrice 
g : X — > Y de C a A n , V image de Y dans le bord de B n est deja dans le 
bord de A n car / induit des isomorphismes jusqu'au rang n — 1. Ainsi si l'on 
suppose Y connexe, on obtient le diagramme suivant commutatif : 

A[n]9I ]J dA[n]QY A 

dA[n]BX 

Attach n (g) f 

A[n]QY B 

Ces considerations nous conduisent a proposer la definition suivante pour 
l'ensemble generateurs des cofibrations X. 

Lemme 5.2.1 (-definition) Soit C une categorie discretisante munie d'une 
structure de categorie de modeles fermee engendree de maniere cofibrante dont 
les cofibrations generatrices ont leurs sources et buts a-petits, pour un cardinal 



176 



regulier a plus grand qu' K . Notons X V ensemble constitue de — > * et des 
fleches de type Attach n (g) : A[n]9X LIaA[n]ex dA[n]QY — > A[n]6F pcwr 
n > et g : X — > Y decrivant I 'ensemble des cofibrations generatrices de C. 
Alors I permet V argument du petit objet au sens \2.3?J\ 

Preuve : 

On remarque que, niveau par niveau, la source d'une fleche de type Attach n (g) 
est la somme disjointe d'un ensemble fini avec un coproduit fini de X et 
un coproduit fini de Y et le but est la somme disjointe d'un ensemble fini 
avec un coproduit fini de Y. Par hypothese, X et Y sont a-petits alors, par 
le lemme 12.3.44 chaque niveau des extremites de Attach n (g) aussi. Et par 
lemme I2.3.6| car a est regulier et strictement superieur a No, il vient que 
source et but de Attach n (g) sont a-petits. On a deja vu que et * sont aussi 
a-petits. Done par le lemme l2~3.8l on a bien que X permet l'argument du petit 
objet. 
CQFD. 

Pour l'ensemble generateur des cofibrations triviales J , nous allons suivre 
la demarche habituelle qui consiste a ne garder que les classes d'equivalence de 
cofibrations triviales petites par rapport a un cardinal fixe. L'avantage de cette 
demarche est que par definition meme l'ensemble J verifie l'argument du petit 
objet. 

Lemme 5.2.2 (-definition) Sous les hypotheses et notations du lemme pre- 
cedent, choisissons un cardinal a' regulier et strictement superieur a 2 a . 
Notons J un ensemble de representants de classe d'isomorphismes de mor- 
phismes a la fois cofibrations niveau par niveau et equivalences faibles dont les 
sources et huts sont a'-petits, au sens de la proposition \5. 7. 1\ Alors J permet 
V argument du petit objet. 

Preuve : application directe du lemme 12. 3. 81 

A part pour la partie concernant l'engendrement des cofibrations triviales 
par J~, il n'est pas necessaire de savoir quel cardinal limite les cofibrations 
triviales de J mais il suffit de savoir que les cofibrations triviales de J sont 
limitees, e'est-a-dire que leurs sources et buts sont /3-petits pour un cardinal 
(3 regulier et strictement superieur a 2 N °, afin que de savoir que J permet 
l'argument du petit objet. 

Dans cette partie, nous avons non seulement defini les ensembles generateurs 
des cofibrations et des cofibrations triviales mais aussi montrer qu'ils perme- 
ttent l'argument du petit objet sous des hypotheses plus contraignante que 
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celles de donnee de Segal facile car il est ici demande a la categorie C d'etre 
une categorie de modeles fermee engendree de maniere cofibrante. Neanmoins 
nous avons regie le cas de l'hypothese 2) du lemme de reconnaissance 15.0.41 
II ne reste done plus que les hypotheses 3), 4) et 5). Or l'hypothese 3) est 
assez difficile a demontrer et l'hypothese 5) decoule en partie de la 3). Cest 
pourquoi nous allons demontrer d'abord l'hypothese 4), ce qui sera l'objet de 
la prochaine section. 
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5.3 X engendre les cofibrations de C-precate- 
gories 



L'hypothese 4) du lemme de reconnaissance I5TTH de la structure de categorie 
de modeles fermee engendree de maniere cofibrante est en fait constitute de 
deux parties. II faut en effet d'une part montrer que les morphismes de C- 
precategories X-injectifs sont aussi j7-injectifs et d'autre part que ce sont des 
equivalences faibles. Pour montrer le premier point, il suffit de remarquer que 
l'ensemble J est un sous-ensemble de la classe des cofibrations. Done si Ton 
montre que X engendre bien les cofibrations, e'est-a-dire que les cofibrations 
sont exactement les X-cofibrations, alors tout morphisme X-injectif se relevera 
par rapport aux cofibrations, done en particulier par rapport a J , ce qui en 
fera un morphisme j7-injectif. 

Comme dans la section precedente, nous allons faire ces demonstrations 
le plus possible dans le cas ou les cofibrations des C-precategories sont les 
cofibrations niveau par niveau et pas uniquement les monomorphismes. C'est 
pourquoi nous commencerons par rappeler des resultats de stabilite des cofi- 
brations. 

5.3.1 Stabilite des cofibrations dans une categorie de 
modeles fermee 

Pour la suite, il est important d'avoir a l'esprit quels resultats de sta- 
bilite les cofibrations verifient dans une categorie de modeles fermee, c'est ce 
qu'enonce le lemme suivant. 

Lemme 5.3.1 SoitC une categorie de modeles fermee, alors les cofibrations 
de C forment une sous-categorie contenant les isomorphismes et stable par 
retract, somme amalgamee le long d'un morphisme, colimite sequentielle trans- 
finie et coproduit dans la categorie des morphismes. 

Preuve : 

Comme C est une categorie de modeles fermee, les cofibrations sont exacte- 
ment les morphismes qui ont la propriete de relevement a gauche par rapport 
aux fibrations triviales et par le lemme 12.1.31 on a le result at. CQFD. 

Bien entendu cette stabilite des cofibrations dans la categorie de modeles 
fermee C est encore valable pour les cofibrations niveau par niveau de C — VC. 
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Corollaire 5.3.2 Soit C une categorie discretisante munie d'une structure 
de categorie de modeles fermee, alors les cofibrations niveau par niveau de 
C — VC verifient les proprietes du lemme precedent. 

Preuve : 

Dans C — PC, les retracts et les colimites sont calculees niveau par niveau. En 
outre les cofibrations de C — VC sont niveau par niveau des cofibrations de C. 
D'ou le resultat par le lemme precedent. CQFD. 

Un autre resultat particulierement important et utile est celui de la preserva- 
tion des cofibrations par somme amalgamee dans la categorie des morphismes. 
C'est ce qu'on appelle le lemme du cube pour les cofibrations. Nous allons le 
rappeler pour une categorie de modeles fermee C puis pour les cofibrations 
niveau par niveau de C — VC. 

Lemme 5.3.3 Soit C une categorie de modeles fermee, considerons le dia- 
gramme suivant : 



A B 




C D' 

oil D et D' sont les sommes amalgamees B ]J A C et B' U' A C . 

Si C — > C et A' \\ A B — > B' sont des cofibrations, alors D — » D' est aussi 

une cofibration. 

Preuve : dans pp. 

Corollaire 5.3.4 Soit C une categorie discretisante munie d'une structure 
de categorie de modeles fermee, alors les cofibrations niveau par niveau de 
C — VC verifient les proprietes du lemme precedent. 
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Preuve : niveau par niveau on applique le lemme. 



5.3.2 Astuce ensembliste 

Apres ces quelques rappels concernant la stabilite des cofibrations, nous 
allons demontrer deux lemmes techniques generaux qui servent lorsque l'on 
veut montrer qu'une famille de morphismes est bien engendree par un ensem- 
ble donne. 

Lemme 5.3.5 Soient C une categorie et C une sous-categorie de C ayant les 
mimes objets, contenant les isomorphismes et telle que les isomorphismes ne 
se factorisent qu'en isomorphismes dans C . Supposons que pour tout mor- 
phisme j : A — > B de C , la classe contenant un representant de chaque classe 
d 'isomorphismes d'objets C par lequel j se factorise dans C est un ensemble. 
On a alors les resultats suivants : 

1) La categorie des prefaisceaux sur C avec la sous-categorie des morphismes 
qui niveau par niveau sont des morphismes de C possede egalement cette pro- 
priete. 

2) Etant donne le carre commutatif suivant, note (j,a,b,p) : 




avec j morphisme de C . Est aussi un ensemble la classe contenant un represen- 
tant de chaque classe d 'isomorphismes de couples (C, c) avec C objet fac- 
torisant j dans C et tels que la fleche pointillee c du diagramme ci-dessous 
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existe et fait commuter le diagramme : 



A 



a 



X 




/ 3c 



C 



P 



(RP) 




B 



Y 



b 



On dira que C realise avec c un relevement partiel du diagramme (j,a,b,p). 



Pour la premiere partie du lemme, il suffit de voir que la classe de representants 
des classes d'isomorphismes de prefaisceaux factorisant un morphisme de pre- 
faisceaux fixe dans la bonne sous-categorie est une sous-classe de la reunion 
denombrable des classes de representants des classes d'isomorphismes d'objets 
de C factorisant dans C un des niveaux du morphisme de prefaisceaux fixe. On 
obtient le resultat 1) en utilisant le fait qu'une reunion denombrable d'ensem- 
bles est un ensemble et qu'une sous-classe d'un ensemble est un ensemble. 

Pour un objet C factorisant j dans C, la classe des morphismes c de C vers X 
est un ensemble, par definition de categorie. En outre par hypothese, la classe 
des representants des classes d'isomorphismes d'objets C factorisant j dans 
C est un ensemble. Done l'union disjointe sur cette ensemble des ensembles 
de morphismes c est encore un ensemble. Or la classe des representants des 
classes d'isomorphismes de couples realisant le relevement partiel s'identifie a 
une sous-classe de cette union disjointe, ce qui en fait un ensemble. 



Lemme 5.3.6 Soient C une categorie et C une sous-categorie de C verifiant 
les hypotheses du lemme precedent. Si C admet les colimites sequentielles 
transfinies, que C admet les colimites sequentielles transfinies de C pour col- 
imites sequentielles transfinies et si, pour tout carre commutatif (j , a, b,p) avec 
j morphisme de C et p fixe, V ensemble contenant un representant de chaque 
classe d'isomorphismes de couples (C, c) realisant un relevement partiel du di- 



Preuve : 



CQFD. 
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agramme (j, a, b,p) et tels que I'objet C est non isomorphe a la source de j et 
factorise j dans C , est non vide, alors (j,a,b,p) admet un relevement global. 

Preuve : 

Par propriete 2) du lemme precedent, les representants des classes d'isomor- 
phismes de couples (C, c) forment bien un ensemble. On ordonne cet ensemble 
de la maniere suivante : (C, c) est inferieur a (C, d) s'il existe un morphisme 
g de C allant de C a C tel que d o g = c. Montrons que cet ensemble est 
inductif. Considerons une chaine, i.e. un sous-ensemble totalement ordonne, 
(Q, Ci) IeI . Posons 

C = colim d et c = colim q. 

iei iei 

Comme chaque Cj factorise j dans C alors, par propriete de colimite et par 
hypothese sur C, C factorise j dans C . De meme, comme chaque (Cj, q) 
realise un relevement partiel du diagramme (j,a,b,p), alors, par propriete de 
colimite, (C, c) aussi. En outre C n'est pas isomorphe a la source de j sinon 
comme les isomorphismes ne se factorisent dans C qu'en isomorphismes alors 
chaque Cj serait isomorphe a la source de j, ce qui n'est pas le cas. Done (C, c) 
appartient a l'ensemble et, comme colimite dans C, est plus grand que tous 
les (Cj,Q), il est done la borne superieure de la chaine, ce qui montre que 
l'ensemble est inductif. 

Nous pouvons done appliquer le lemme de Zorn a l'ensemble et l'on obtient 
qu'il existe un element maximal (C',d). Supposons que C ne soit pas iso- 
morphe au but de j, alors la partie basse du diagramme (RP) pour C est un 
carre commutatif dont le morphisme de C vers le but de j est dans C . Par 
hypothese, il existe un couple (C", c") realisant un relevement partiel pour la 
partie basse de (RP), avec C" non isomorphe a C et factorisant ce morphisme 
dans C . Mais C" factorise done j dans C, n'est pas isomorphe a la source de 
j, sans quoi il serait isomorphe a C, et avec c" realise en fait un relevement 
partiel de (j, a, b,p). Done (C", c") est dans l'ensemble et strictement superieur 
a l'element maximal (C',d), ce qui est absurde. Done l'element maximal est 
bien isomorphe au but de j et done (j, a, b,p) possede un relevement global. 
CQFD. 



5.3.3 Caracterisation des X-cofibrations 

Munis de ces lemmes techniques, nous pouvons desormais demontrer que 
X engendre les cofibrations niveau par niveau. Pour cela nous allons d'abord 
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montrer que la classe des cofibrations verifie la propriete du lemme 15.3.61 
Toutefois, nous ne savons montrer ce resultat que dans le cas ou les cofibrations 
de C sont les monomorphismes. 

Lemme 5.3.7 Soit C une categorie discretisante munie d'une structure de 
categorie de modeles fermee engendree par monomorphismes verifiant les pro- 
prietes suivantes : 

-les cofibrations generatrices ont leurs sources et buts a-petits, pour un cardinal 
regulier a plus grand qu 7 N , 

-les cofibrations generatrices ont leurs buts connexes, 

-les reunions de deux sous-objets sont exactement les sommes amalgamees de 
ces sous-objets au-dessus de leur intersection. 

Soit I V ensemble defini dans le lemme \5.2.1\ Alors pour toute cofibration 
niveau par niveau j : A — > B de C — VC, qui n'est pas un isomorphisme, il 
existe un diagramme : 




avec % appartenant aX et tel que 1 et j sont des cofibrations niveau par niveau 
et que la somme amalgamee A\[ Iq I\ ne soit pas isomorphe a A. 

Preuve : 

Si j n'est pas injective au niveau des objets, il suflit de prendre — ► * pour i et 
b induit par un objet de B qui n'est pas dans l'image de A par j pour avoir le 
resultat. Sinon soit n l'entier tel que, pour tout m < n, j m est un isomorphisme 
mais j n n'est pas un isomorphisme. Comme j n est une cofibration et que C 
est une categorie de modeles fermee engendree de maniere cofibrante, alors il 
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existe dans C un diagramme 




a 1 



r 



n 



avec V cofibration generatrice, T' et } n des cofibrations et la somme amalgamee 
du diagramme non isomorphe a A n . On etend ce diagramme aux bords de A n 
et B n . f etant un isomorphisme jusqu'au rang n — 1, il induit un isomorphisme 
sur les bords de A n et B n et done il existe un morphisme naturel de I[ vers 
le bord de A n faisant commuter le diagramme etendu, ce qui nous donne, 
par definition des fleches de type Attach n {i') et par connexite des buts des 
cofibrations generatrices de C, le diagramme suivant : 



ou a et b sont induits respectivement par a' et b' . Comme la somme amalgamee 
de A n par %' n'est pas isomorphe a A n , il vient que la somme amalgamee A 
de A par Attach n (i') n'est pas isomorphe a A. Comme niveau par niveau 
Attach n {i') est un coproduit dans la categorie des morphismes de cofibrations 
de C {i' et l'identite) alors Attach n {i') est bien une cofibration niveau par 
niveau par lemme 15.3.11 et, par le corollaire 15.3.21 sa somme amalgamee le 
long de a aussi. Regardons de plus pres le morphisme J. Pour m < n, on a 



A[n]ei' Q \\ dA[n}QI[ 



a 



A 




B 
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J m n'est autre que j m done une cofibration de C. Au rang n, on a que J n est 
\ n qui est une cofibration. Pour m > n, on va utiliser la notion de reunion 
de sous-objets. Comme j est une cofibration niveau par niveau et que Ton a 
suppose que les cofibrations de C sont les monomorphismes, alors A m est un 
sous-objet de B m . On a montre en outre que est une cofibration, done de 
meme il vient A n Jj 7 , 1[ est un sous-objet de B n . Or les relations entre faces 
et degenerescences d'un objet simplicial entrainent que les degenerescences 
sont des monomorphismes et done, par chaque degenerescence de B n vers B m , 
A n \J_j, I[ est un sous-objet de B m . Pour montrer que J m est une cofibration, 

nous allons montrer que A m est une reunion de sous-objets de B m . Comme on 
a suppose que les reunions de sous-objets dans C sont exactement les sommes 
amalgamees des sous-objets au-dessus de leur intersection, il suffit de mon- 
trer que A m est une telle somme amalgamee. Or A m est la somme amalgamee 
du sous-objet A m par un coproduit de A n Jj 7 / 1[ au-dessus d'un coproduit de 
A n , ces coproduits etant indexes par les applications degenerees de A n dans 
A m . On decompose cette multiple somme amalgamee en une suite de sommes 
amalgamees par un seul exemplaire de A n JJ 7 , /{ a chaque etape. Or a chaque 
etape, on verifie que e'est bien une reunion de sous-objets en utilisant en par- 
ticulier le fait que l'intersection dans B m de A m par A n Wr /{ n'est autre que 
A n et celle entre deux exemplaires de A n Up est A n _i. On obtient ainsi que 

A m est une reunion de sous-objets de B m , done est lui-meme un sous-objet de 
B m , et ainsi J m , etant l'inclusion du sous-objet, est une cofibration. Comme 
par ailleurs Attach n (i f ) est element de X, on a montre le lemme dans le second 
cas. 

CQFD. 

Grace a ce resultat, nous pouvons appliquer le lemme 15". 3. 61 qui nous per- 
mettra de montrer que les morphismes X-injectifs sont exactement ceux ayant 
la propriete de relevement a droite par rapport aux monomorphismes, ce qui 
montrera la premiere partie de l'hypothese 4) car les morphismes de J sont 
des monomorphismes. 

Lemme 5.3.8 Si C est une categorie discretisante munie d'une structure de 
categorie de modeles fermee engendree par monomorphismes qui avec la sous- 
categorie des monomorphismes verifie les hypotheses suivantes : 
-les cofibrations generatrices ont leurs sources et huts a-petits, pour un cardinal 
regulier a plus grand qu ' K 0? 

-les cofibrations generatrices ont leurs huts connexes, 

-les reunions de deux sous-objets sont exactement les sommes amalgamees de 
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ces sous-objets au-dessus de leur intersection, 

-pour tout monomorphisme j : A — > B, la classe contenant un representant 
de chaque classe d J isomorphismes d'objets C par lequel j se factorise dans la 
sous-categorie des monomorphismes est un ensemble, 

-les colimites sequentielles transfinies de la sous-categorie des monomorphismes 
de C existent et sont les colimites sequentielles transfinies de C. 

Alors les morphismes X-injectifs sont exactement ceux qui ont la propriete 
de relevement a droite par rapport aux monomorphismes. En particulier tout 
morphisme I-injectif est J '-injectif. 

Preuve : 

Les monomorphismes verifient trivialement que les isomorphismes ne se fac- 
torisent qu'en isomorphismes dans la sous-categorie des monomorphismes. 
Avec cette propriete et les hypotheses de ce lemme, on obtient que la categorie 
C verifie les hypotheses du lemme 15.3.51 En appliquant la propriete 1) du 
lemme l5~3.51 on obtient que C — VC et sa sous-categorie des cofibrations niveau 
par niveau verifie les hypotheses du lemme 15.3.51 De plus, les colimites de 
C — VC etant calculees niveau par niveau, on conserve sur C — VC la pro- 
priete que les colimites sequentielles transfinies pour les cofibrations niveau 
par niveau sont celles de C — VC. 



Considerons maintenant le diagramme suivant : 




avec j une cofibration niveau par niveau et p un morphisme X-injectif. Si j 
est un isomorphisme, le diagramme admet un relevement naturel. Sinon on 
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applique le lemme precedent et Ton obtient le diagramme suivant : 




avec i appartenant a X, I et J des cofibrations niveau par niveau et la somme 
amalgamee du diagramme, que Ton notera C, non isomorphe a A. Comme p 
est X-injectif, il a la propriete de relevement a droite par rapport a i ainsi que 
par rapport a la somme amalgamee T de % le long de a, par le lemme 12.1.31 
Done C realise un relevement partiel du diagramme (j, a, b,p). En appliquant 
le lemme il vient que (j,a,b,p) a un relevement global. Done les mor- 

phismes X-injectifs ont la propriete de relevement a droite par rapport aux 
cofibrations niveau par niveau. 

En outre les morphismes de X sont niveau par niveau des coproduits de cofi- 
brations elementaires, done ce sont des cofibrations niveau par niveau par 
lemme 15.3.11 De la il vient que les morphismes ayant la propriete de relevement 
a droite par rapport aux cofibrations niveau par niveau se relevent en partic- 
ulier par rapport aux morphismes de X et sont done X-injectifs. 
Enfin comme par definition J est constitue de monomorphismes niveau par 
niveau et que les morphismes X-injectifs se relevent par rapport aux monomor- 
phismes, alors ils se relevent en particulier par rapport aux morphismes de J , 
ce qui en fait des morphismes ,7-injectifs. 
CQFD. 

De ce resultat decoule le fait que l'ensemble X engendre bien les monomor- 
phismes, ce qui justifie son nom d'ensemble generateur des cofibrations. 

Corollaire 5.3.9 Sous les hypotheses du lemme TS.3.& X engendre les monomor- 
phismes, e'est-d-dire que les monomorphismes sont exactement les X- cofibrations . 
En particulier, les monomorphismes sont des retracts de colimites sequentielles 
transfinies de sommes amalgamees de morphismes de X. 
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Preuve : Par le lemme 15. 2. 11 X permet l'argument du petit objet et, par corol- 
laire 12.3.111 il vient que les X-cofibrations sont exactement les retracts de 
colimites transfinies de sommes amalgamees de morphismes de X. Or les mor- 
phismes de X sont des cofibrations niveau par niveau et par le corollaire 15.3.21 
les cofibrations niveau par niveau sont stables par retract, somme amalgamee 
le long d'un morphisme quelconque et colimite sequentielle transfinie. D'ou 
les X-cofibrations sont des cofibrations niveau par niveau. En outre le lemme 
precedent montre que les cofibrations niveau par niveau ont la propriete de 
relevement a gauche par rapport aux morphismes X-injectifs, ce qui en fait 
des X-cofibrations, par definition meme de X-cofibrations. Done les cofibra- 
tions niveau par niveau sont exactement les X-cofibrations et done X engendre 
bien les cofibrations niveau par niveau. 
CQFD. 

La premiere partie de l'hypothese 4) etant traitee, il ne reste plus qu'a 
traiter la seconde. De meme que la premiere partie portant sur les cofibrations 
avait necessite des rappels, la seconde partie concernant les equivalences faibles 
demande elle aussi quelques rappels sur la stabilite des equivalences faibles par 
colimite dans une categorie de modeles fermee. 

5.3.4 Stabilite des equivalences faibles dans une categorie 
de modeles fermee 

La stabilite des equivalences faibles dans une categorie de modeles fermee est 
un sujet assez delicat. Tres sou vent elle est couplee a des proprietes des cofi- 
brations et a la notion de categorie de modeles fermee propre a gauche. 

Definition 5.3.10 Une categorie de modeles fermee est propre a gauche si 
toute somme amalgamee d'une equivalence faible le long d'une cofibration est 
une equivalence faible. 

Une fagon simple pour une categorie de modeles fermee d'etre propre a 
gauche est d'avoir tous ses objets cofibrants, ce qui est le cas de nos donnees 
de Segal faciles. 

Lemme 5.3.11 Une categorie de modeles fermee dont tous les objets sont 
cofibrants est propre a gauche. 

Preuve : dans [T| 

Le premier resultat que nous allons enoncer est le lemme du cube qui 
concerne la stabilite des equivalences faibles par somme amalgamee dans 
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la categorie des morphismes. Ce lemme necessite l'usage d'une categorie de 
modeles fermee propre a gauche. 

Proposition 5.3.12 SoitC une categorie de modeles fermee propre a gauche, 
considerons le diagramme suivant : 



A ► B 




C D' 

ou D et D' sont les sommes amalgamees B \[ A C et B' \J' A C 

Si A — > A' , B — > B' et C — > C sont des equivalences faibles et si A — > C et 

A' — > C sont des cofibrations , alors D — » D' est aussi une equivalence faible. 

Preuve : dans pp. 

Un autre resultat important est la stabilite des equivalences faibles par 
colimite sequentielle transfinie dans la categorie des morphismes. Cette fois 
meme le fait d'etre propre a gauche ne suffit pas. II faudra que la categorie de 
modeles fermee soit, en plus d'etre propre a gauche, simpliciale! 

Proposition 5.3.13 SoitC une categorie de modeles fermee simpliciale pro- 
pre a gauche. Soit A un ordinal transfini et g, : X, Y. un morphisme de 
X-sequences tel que pour tout ordinal a < X, g a : X a — > Y a soit une equi- 
valence faible et que les morphismes X a — > X Q+1 et Y a — > Y a+ i soient des 
cofibrations, alors le morphisme induit colim a< \ X a — > colim a< \ Y a est une 
equivalence faible. 

Preuve : dans pp. 
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De ce resultat decoule la stabilite des equivalences faibles par coproduit 
dans la categories des morphismes, resultat qui lui aussi necessite la simpli- 
cialite et la proprete a gauche de la categorie de modeles fermee. 

Corollaire 5.3.14 Soit C une categorie de modeles fermee simpliciale dont 
tous les objets sont cofibrants. Alors un petit coproduit d' equivalences faibles 
est une equivalence faible. 

Preuve : 

Le coproduit etant petit, il est indexe par un ensemble, que l'on peut done bien 
ordonner par le theoreme de Zermelo. Ainsi notre coproduit est indexe par un 
ordinal que l'on notera A et done il donne lieu a un morphisme g. : X — > Y 
de A-sequences, chacune d'elles etant une colimite sequentielle transfinie de 
coproduits de deux fleches, i.e. de sommes amalgamees par des morphismes 
de source l'objet initial. Comme par hypothese, dans C tous les objets sont 
cofibrants, ces morphismes sont des cofibrations et, par stabilite des cofibra- 
tions par somme amalgamee le long d'un morphisme dans une categorie de 
modeles fermee, g verifie la deuxieme condition de la proposition precedente. 
Montrons par recurrence transfinie que g verifie aussi la premiere condition. 
Par hypothese, go est une equivalence faible. Soit a < A un ordinal, supposons 
que l'on ait montre que g a est une equivalence faible. On a alors le diagramme 
suivant : 

► B 





B' 



9a+l 



Y n 



Y 



a+l 



avec X a+ \ et Y a+ \ sommes amalgamees des faces horizontales du cube et 
B — > B' l'une des equivalences faibles du coproduit. Comme dans C, tous les 
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objets sont cofibrants, alors C est une categorie de modeles fermee propre a 
gauche et, par la proposition l5.3.12T il vient que g a+ i est une equivalence faible. 
Soit 7 < A un ordinal limite. Supposons que pour tout ordinal a < 7, on ait 
montre que g a est une equivalence faible. Alors g 1 est le morphisme induit par 
le morphisme de 7-sequence g, qui verifie bien les hypotheses de la proposi- 
tion Comme C est une categorie de modeles fermee simpliciale propre 
a gauche, il vient que g 7 est bien une equivalence faible. On a done montre par 
recurrence transfmie que g verifie aussi l'hypothese 1) du lemme 13.3. 131 d'ou 
il vient que g\ est une equivalence faible. Or g\ est justement le coproduit 
d'equivalences. 
CQFD. 

5.3.5 Les morphismes X-injectifs sont des equivalences 
faibles 

Comme l'on vient de montrer la premiere partie de l'hypothese 4), il ne 
nous reste plus qu'a montrer la seconde partie a savoir que les morphismes X- 
injectifs sont des equivalences faibles de C-precategories. Pour cette demonstra- 
tion, nous avons besoin du resultat intermediaire suivant : si / : A — > C est 
un morphisme de C-precategories surjectif sur les objets et tel que, pour tout 
entier q > et pour tout q + 1-uplet (a , . . . , a q ) d'objets de A, le morphisme 
f q (a , . . . , a q ) est une equivalence faible dans C, alors le morphisme / est une 
equivalence faible de C-precategories. Pour montrer ce resultat, nous allons 
utiliser la construction Bigcat et suivre a chaque etape ce que devient le mor- 
phisme /. 

Lemme 5.3.15 Soit (C, T\,T%) une donnee de Segal facile verifiant la pro- 
priete suivante : 

les cofibrations sont stables par produit fibre au-dessus d'un objet discret. 
Alors pour tout morphisme de C-precategories f : A — > C surjectif sur les 
objets et tel que, pour tout entier q > et pour tout q-uplet (ao, . . . , a q ) d'ob- 
jets de A, f q (a , ...,a q ) : A q (a Q , . . . , a q ) -> C q (f(a ), f(a q )) est une equi- 
valence faible, on a que, pour tout entier m > 2, Cat(l, m)(A) — > Cat(l, m)(C) 
possede la meme propriete que f . 

Preuve : 

Tout d'abord on remarque que, comme C est une categorie discretisante, 
tout morphisme et tout diagramme equivaut au coproduit de ses fibres. De 
ce fait, Cat(l,m)(A) q (ao, . . . ,a q ) n'est autre que la somme amalgamee de 
A q (a , . . . ,a g ) par un coproduit de r?A( a i, a j) et de ^(a^, . . . , a im ), ou on a 
0<i<j<qetO<i <...<i m <q avec i m 7^ i Q + 1. En outre r]A(ai, Qj) et 



192 



Vu(oi 5 • • • > a i m ) son t des equivalences faibles comme produits fibres au-dessus 
d'un objet discret d'equivalences faibles (respectivement t}a et d'apres la 
demonstration du lemme Ef.4.6j) . D'ou pour la meme raison, il en est de meme 
pour le produit des rjA(ai k , di k J avec k entre et m — 1. Ce raisonnement 
reste valable pour la C-precategorie C. 

Ensuite on remarque que si la source d'une fleche generatrice s'envoie dans 
A alors en composant par f : A —> C elle s'envoie aussi dans C. Ainsi toute 
somme amalgamee de A q , pour un certain entier q, par un coproduit de fleches 
generatrices s'envoyant dans A q , possede un morphisme vers le meme type de 
sommes amalgamees pour C q . De ce fait il existe un morphisme rjf de B>a 
vers B c tel que Ton ait rjf o t)a — Vc ° fi et v c ° Vf = fo x fo° V A- De 
meme il existe un morphisme (fif de P A vers Pc tel que 0/ o <p A = (f> c o f m et 
i>c ° 0/ = Vf x /o • • • x /o Vf ° V'a- Par les egalites r] C (f(ai), /(o 5 -)) ° %) = 
77/(0*, Oj) or/ A (a i; Oj) et ip c (f(a io ), f(a im )) o0/(a io , . . . , a im ) = r]/(a io , a n ) x 
. . . x Vf( a i m -n a i m ) ° i^A^ia, ■ ■ ■ i a i m ) ainsi que par "trois pour deux" dans la 
categorie de modeles fermee C, on a que T]f(ai,aj) et 0/(a io , . . . , a im ) sont 
des equivalences faibles. Comme les morphismes ^(c^^j), 0A(oj o , . . . , Oi m ), 
Vc{ a u a j) e t 0c( a i O ; • • • ; a «m) ainsi que leurs coproduits sont des cofibrations, 
alors par la proposition 15.3.121 il vient que Cat(l,m)(f) q (a , . . . , a q ) est une 
equivalence faible. En outre, comme la construction Cat(l, m) laisse les objets 
invariants, Cat(l,m)(f) est bien surjective sur les objets. 
CQFD. 

Proposition 5.3.16 Soit (C,^,^) une donnee de Segal facile verifiant les 
proprietes suivantes : 

1) la categorie de modeles fermee sous-jacente C est une categorie de modeles 
fermee simpliciale, 

2) les cofibrations sont stables par produit fibre au-dessus d'un objet discret. 

Alors pour tout morphisme de C-precategories f : A — > C surjectif sur les 
objets et tel que, pour tout entier q > et pour tout q-uplet (ao, . . . , a q ) d 'ob- 
jets de A, f q (a , ...,a q ) : A q (a , . . . , a q ) -> C q (f(a ), . . . , /(a,)) est une equi- 
valence faible, on a que A —>■ C est une equivalence faible dans C — VC. 

Preuve : 

Par recurrence transfinie, on montre que pour tout ordinal (3 < T le mor- 
phisme f 13 : A 13 — > C@ a la meme propriete que /, oil f 13 denote la /3-ieme 
etape de Bigcat(f). Le passage d'un ordinal (3 < T a son successeur (3 + 1 est 
l'application directe du lemme precedent. 
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Supposons maintenant l'hypothese de recurrence vraie pour tout ordinal 7 
inferieur a un ordinal limite (3 <T. Comme les fibres des morphismes A q — > 
et C q — > sont des cofibrations (demonstration de la proposition 14.5.4(1 . par 
la proposition 15.3.131 il vient que les fibres de f@ : A@ — > sont des equi- 
valences faibles. Comme en outre les constructions Cat(l,m) preservent les 
objets, le morphisme f" reste surjectif, ce qui montre l'hypothese de recurrence 
pour un ordinal limite. 

Par recurrence transfinie, on a montre que pour tout ordinal (3 < T le mor- 
phisme f 13 : A 13 — » C@ a la meme propriete que /. C'est done en particulier 
le cas pour Bigcat(f) = f T . Ainsi les fibres de Bigcat(f) q : Bigcat(A) q — > 
Bigcat{C)q sont des equivalences faibles entre objets regaux, i.e. niveau par 
niveau ce sont des alliances d'objets regaux. C'est done en particulier le cas 
pour les fibres de Bigcat(f)i et comme Bigcat(A) et Bigcat{C) sont des C- 
categories, il vient que Bigcat(f) : Bigcat(A) — > Bigcat(C) est pleinement 
fidele. En outre comme Bigcat(f) est comme /, en particulier surjective sur 
les objets, alors Bigcat(f) est essentiellement surjective. Ainsi Bigcat(f) est 
une equivalence de C-categories, done, par le lemme l4~6.6( ceci nous donne que 
/ est une equivalence faible. 
CQFD. 

Ce resultat intermediaire montre, nous sommes a meme de terminer la 
verification de l'hypothese 4) du lemme de reconnaissance I5.U.41 

Lemme 5.3.17 Soit (C, T^T-i) une donnee de Segal facile verifiant les pro- 
prietes suivantes : 

1) la categorie de modeles fermee sous-jacente C est une categorie de modeles 
fermee simpliciale engendree par monomorphismes, 

2) les cofibrations generatrices ont leurs sources et huts a-petits, 

3) les cofibrations generatrices ont leurs buts connexes, 

4) les reunions de deux sous-objets sont exactement les sommes amalgamees 
de ces sous-objets au-dessus de leur intersection, 

5) pour tout monomorphisme j : A — > B, la classe contenant un representant 
de chaque classe d'isomorphismes d'objets C par lequel j se factorise dans la 
sous- categorie des monomorphismes est un ensemble, 

6) les colimites sequentielles trans finies de la sous- categorie des monomor- 
phismes de C existent et sont les colimites sequentielles transfinies de C. 

Alors tout morphisme 2 -injectif est a lafois J -injectif et une equivalence faible. 
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Preuve : 

Les hypotheses que Ton fait sur la donnee de Segal facile permettent de verifier 
les hypotheses du lemme lo"3.8l On obtient done que tout morphisme X-injectif 
est ,7-injectif. 

Toujours d'apres ce lemme, les morphismes X-injectifs ont la propriete de 
relevement a droite par rapport aux monomorphismes. Soit / : A — > B un 
morphisme X-injectif. Ce morphisme est surjectif sur les objets. En effet soit 
b un objet de B, on obtient le diagramme commutatif suivant : 



.4 



3a 



/ 



B 



Comme — > * est un monomorphisme et que / est X-injectif, le relevement 
existe, ce qui signifie qu'il existe un objet a de A tel que /(a) est egal a 6. 
Done / est bien surjectif sur les objets. 



Montrons maintenant que pour tout entier q > et pour tout g-uplet (a , . . . , a q ) 
d'objets de A, f q (a , . . . , a q ) est une fibration triviale. Considerons done un 
diagramme commutatif du type suivant : 



X 



/ 3 



A q (ao, . . . , a q ) 



Y 



B q {f{a ),...,f{a q )) 



avec % : X — > Y un monomorphisme de C. Alors ce diagramme equivaut, par 
propriete de la construction 6, au diagramme suivant : 

A[q]OX ► A 



A[q]ei 



.■■ 3 



A[q}BY 



B n 



Comme A[g]@z est niveau par niveau un coproduit du monomorphisme i, il 
vient que A[g]0z est un monomorphisme niveau par niveau. Or / est X-injectif, 
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done le relevement existe, ce qui montre par equivalence des diagrammes que 
f q (a , . . . , a q ) a la propriete de relevement a droite par rapport aux monomor- 
phismes, qui sont justement les cofibrations, done e'est une fibration triviale 
dans la categorie de modeles fermee C. 

On vient done de montrer que tout morphisme X-injectif est surjectif sur les 
objets et que pour tout entier q > et pour tout g-uplet (do, . . . ,a q ) d'objets 
de A, f q (a , . . . ,a q ) est une fibration triviale done en particulier une equi- 
valence faible. Les monomorphismes etant stables par produit fibre au-dessus 
d'un objet discret, toutes les hypotheses de la proposition precedente sont 
done verifiees et Ton obtient ainsi que / est lui-meme une equivalence faible 
pour C — VC. 
CQFD. 

L'hypothese 4) du lemme de reconnaissance I5.U.4I est done verifiee sous 
des hypotheses tres fortes (et tres lourdes) comme le fait que C doit etre une 
categorie de modeles fermee simpliciale. Cependant quatre des six hypotheses 
du lemme de reconnaissance de la structure de categorie de modeles fermee 
engendree de maniere cofibrante ont ete verifiees. On n'a done plus le choix 
que de traiter l'hypothese 3). 

Cette hypothese 3) est de loin la plus difficile a verifier. On doit en effet 
montrer que toute ,7-cofibration est a la fois une X-cofibration et une equi- 
valence faible, e'est-a-dire une cofibration triviale, vu que Ton a montre que les 
X-cofibrations sont les monomorphismes. Comme on a vu que J permet l'ar- 
gument du petit objet, les l 7-cofibrations sont en fait des retracts de colimites 
sequentielles transfinies de sommes amalgamees de fleches de J . II suffit done 
de montrer que les cofibrations triviales sont stables par somme amalgamee et 
par colimite sequentielle transfinie pour montrer que les ,7-cofibrations sont 
des cofibrations triviales, la stabilite par retract ayant deja ete montree. 

Les sections suivantes auront done pour but de montrer cette stabilite. En 
general cette stabilite des cofibrations triviales est difficile a montrer. Toutefois 
dans le cas particulier des cofibrations triviales qui induisent un isomorphisme 
sur les objets, ce que nous appellerons iso-cofibrations triviales, cette stabilite 
est assez simple a montrer. C'est pourquoi nous allons tout d'abord nous 
interesser a ces iso-cofibrations triviales. 
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5.4 Stabilite des iso-cofibrations triviales 



5.4.1 Caracterisation des iso-equivalences de C-categories 

Nous cherchons a montrer que les cofibrations triviales sont stables par 
somme amalgamee et colimite sequentielle transfinie afin de montrer l'hy- 
pothese 3) du lemme I5.U.4I de reconnaissance de la structure de categorie 
de modeles fermee engendree de maniere cofibrante. Dans le cas particulier 
ou ces cofibrations triviales induisent des isomorphismes sur les objets, cette 
stabilite est plus simple a montrer. En effet pour montrer ce result at, par 
l'intermediaire de la construction Cat, nous allons nous ramener a le montrer 
pour les iso-cofibrations triviales de C-categories. Or les iso-cofibrations triv- 
iales entre C-categories sont exactement les morphismes de C-categories qui 
niveau par niveau sont des cofibrations triviales de C. Cette constatation per- 
mettra de remonter la stabilite des cofibrations triviales dans la categorie de 
modeles fermee C aux iso-cofibrations triviales de C-categories. 

Mais commengons d'abord par donner les definitions d'iso-equivalence de C- 
categories et d'iso-cofibration triviale de C-categories. 

Definition 5.4.1 Soit C une donnee de Segal. 

Une equivalence de C-categories qui induit un isomorphisme sur les objets 
sera nommee iso- equivalence de C-categories. Une iso- equivalence de C-cate- 
gories qui est egalement un monomorphisme de C-precategories sera nommee 
iso-cofibration triviale de C-categories. 

Donnons aussi les definitions d'iso-equivalence faible de C-precategories et 
d'iso-cofibration triviale de C-precategories. 

Definition 5.4.2 Soit C une donnee de Segal facile. 

Une equivalence faible de C-precategories qui induit un isomorphisme sur les 
objets sera nommee iso- equivalence faible. Une iso- equivalence faible qui est 
egalement un monomorphisme de C-precategories sera nommee iso-cofibration 
triviale de C-precategories. 

Nous allons maintenant montrer que les iso-equivalences de C-categories sont 
exactement les morphismes de C-categories qui niveau par niveau sont des al- 
liances d'objets regaux. 

Proposition 5.4.3 Soit C une donnee de Segal telle que : 

-la categorie sous-jacente C est une categorie de modeles fermee simpliciale 

dont tous les objets sont cofibrants, 
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-les alliances d'objets regaux sont exactement les equivalences faibles de la 
categorie de modeles fermee C entre objets regaux, 

Alors les trois propositions ci-dessous sont equivalentes : 

i) A —>■ B est un morphisme entre C-categories tel que, pour tout entier m, 
A m — > B m est une alliance d'objets regaux. 

ii) A — > B est un morphisme entre C-categories tel que A — > B est un 
isomorphisme et A\ — > Bi est une alliance d'objets regaux. 

Hi) A — > B est une iso- equivalence de C-categories. 

Preuve : 

Montrons tout d'abord que iii) implique ii). Soit A — > B une equivalence de 
C-categories telle que A — > B soit un isomorphisme. II suffit de montrer 
que A\ — > B\ est une alliance d'objets regaux. Comme A — > B est un 
isomorphisme, on identifiera les objets de A avec leurs images dans B. Par 
definition de categorie discretisante, le morphisme Ai — > B\ n'est autre que 
le coproduit des morphismes A 1 (a,a') — > B^a, a') pour a et a' decrivant A . 
Par hypothese, comme A — > B une equivalence de C-categories, alors tous les 
morphismes A\{a, a') — > Bi(a, a') sont des alliances d'objets regaux. En outre, 
d'apres les hypotheses, on peut identifier les alliances d'objets regaux avec les 
equivalences faibles de la categorie de modeles fermee C entre objets regaux. 
Comme C est une categorie de modeles fermee simpliciale dont tous les ob- 
jets sont cofibrants, par corollaire 15.3.141 A\ — > B\ est une alliance d'objets 
regaux comme coproduit d'alliances d'objets regaux. 

Montrons maintenant que ii) implique i). Soit / : A —>■ B un morphisme 
entre C-categories tel que A — > B est un isomorphisme et A\ — > Bi est une 
alliance d'objets regaux. Soit m > 2 un entier. Considerons le diagramme 
commutatif suivant : 



Ai x Ao . . . x A{) Ai — ► B\ x Bo . . . x Bo B\ 

ou les fleches verticales sont les morphismes de Segal et la fleche du bas le 
produit fibre multiple de fi au dessus de l'isomorphisme f . Par stabilite des 
alliances d'objets regaux par produit fibre au-dessus d'un objet discret, il vient 
que la fleche du bas est une alliance d'objets regaux. En outre A et B sont 



198 



des C-categories, done leurs morphismes de Segal sont aussi des alliances d'ob- 

jets regaux. Et par l'axiome "trois pour deux" dans la categorie de modeles 

fermee C, il vient que f m est une alliance d'objets regaux. 

Enfin le fait que i) implique iii) decoule directement du lemme 14.1.21 

CQFD. 

On remarque, d'apres la demonstration, que pour toute categorie de modeles 
fermee discretisante, une equivalence niveau par niveau est une equivalence de 
C-categories (voir lemme I4.1.2J1 . En revanche une iso-equivalence de C-cate- 
gories n'est une equivalence niveau par niveau que dans une categorie de 
modeles fermee discretisante simpliciale dont tous les objets sont cofibrants. 

Comme les monomorphismes de C-precategories sont les monomorphismes 
niveau par niveau, il decoule directement de cette proposition que les iso- 
cofibrations triviales de C-categories sont exactement les morphismes de C- 
categories qui sont niveau par niveau des monomorphismes et des alliances d'ob- 
jets regaux. Ceci va nous permettre de montrer la stabilite des iso-cofibrations 
triviales de C-categories par colimite en regardant uniquement ce qui se passe 
niveau par niveau. Cependant les colimites de C-categories ne sont pas des 
C-categories. Ainsi on obtiendra seulement a l'arrivee que les colimites d'iso- 
cofibrations triviales de C-categories sont des morphismes de C-precategories qui 
seront des cofibrations triviales niveau par niveau. Le but de la prochaine sec- 
tion est done de montrer que ces cofibrations triviales niveau par niveau sont 
des cofibration triviales de C-precategories. 

5.4.2 Equivalence faible niveau par niveau 

Comme les iso-cofibrations triviales de C-categories sont niveau par niveau 
des cofibrations triviales de C et que, dans la categorie de modeles fermee C, les 
cofibrations triviales sont stables par somme amalgamee et colimite sequentielle 
transfinie, on va obtenir que les sommes amalgamees et les colimites sequentielles 
transfinies d'iso-cofibrations triviales de C-categories sont niveau par niveau 
des cofibrations triviales. Or du fait que les colimites de C-categories ne sont 
pas en general des C-categories, on a done a faire a des morphismes de C- 
precategories qui niveau par niveau sont des cofibrations triviales, ce qui ne 
rentre pas dans le cadre de la proposition 14. 1 . 2l Aussi allons-nous montrer dans 
cette section que les morphismes de C-precategories qui niveau par niveau sont 
des equivalences faibles de C sont en fait des equivalences faibles de C-precate- 
gories. Pour cela nous allons utiliser la construction Bigcat qui permet de 
suivre la trace de ces morphismes lors des etapes de la categorisation. 
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Lemme 5.4.4 Soit (C, T\, T-i) une donnee de Segal facile telle que la categorie 
de modeles fermee sous-jacente C est une categorie de modeles fermee simpli- 
ciale. 

Alors pour tout morphisme de C-precategories f : A — > C tel que pour tout 
entier q > f q : A q — > C q est une equivalence faible et pour tout entier m > 2, 
Cat(l,m)(A) — > Cat(l,m)(C) est niveau par niveau une equivalence faible. 

Preuve : 

Tout d'abord on remarque que si la source d'une fleche generatrice s'envoie 
dans A alors en composant par / : A — > C elle s'envoie aussi dans C. Ainsi 
toute somme amalgamee de A q , pour un certain entier q, par un coproduit de 
fleches generatrices s'envoyant dans A q , possede un morphisme vers le meme 
type de sommes amalgamees pour C q . De ce fait il existe un morphisme r\f de 
Ba vers B c tel que Ton ait rjf o t\a = Vc ° fi v c o rjf = f x / o v A . De 
meme il existe un morphisme (fif de Pa vers Pc tel que 0/ o (f) A = 4>c ° fm et 

IpC o 0/ = Vf x /o • • • x /o Vf ° *Pa- 

Comme on l'a vu dans la demonstration du lemme 14*. 4 .61 les morphismes r\ sont 
des cofibrations triviales. Comme par hypothese f\ est une equivalence faible, 
par "trois pour deux" dans la categorie de modeles fermee C, il vient que i]f 
est une equivalence faible. Et done son produit fibre m-fois au-dessus de l'i- 
somorphisme fo aussi. Toujours d'apres la demonstration du lemme E.4.61 les 
morphismes ip sont des alliances faciles, done des equivalences faibles et, par 
"trois pour deux", il vient que 0/ est aussi une equivalence faible. Comme C 
est une categorie de modeles fermee simpliciale dont tous les objets sont cofi- 
brants, il vient par le corollaire 15.3.141 que les coproduits de rjf et de 0/ sont 
des equivalences faibles, ainsi que les coproduits de fi et f m . Encore d'apres 
la demonstration du lemme 14.4.61 les morphismes rj et sont des cofibrations 
done leurs coproduits aussi. On a que Cat(l,m)(f) q est la somme amalgamee 
dans la categorie des morphismes de f q par un coproduit de rjf et de 0/ au- 
dessus d'un meme coproduit de fi et de f m . En outre les coproduits de T]a et 
de 4>a (respectivement r\c et 0c) sont des cofibrations done, par la proposi- 
t ion 15.3. r2~l Cat(l,m)(f) q est une equivalence faible. 
CQFD. 

Proposition 5.4.5 Soit (C,^,^) une donnee de Segal facile telle que la 
categorie de modeles fermee sous-jacente C est une categorie de modeles fermee 
simpliciale. 

Alors pour tout morphisme de C-precategories f : A — > C tel que pour tout 
entier q > f q : A q — > C q est une equivalence faible, A — ► C est une equi- 
valence faible dans C — VC 
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Preuve : 

Par recurrence transfinie, on montre que pour tout ordinal (3 < T le mor- 
phisme f 13 : A 13 — > C 13 est niveau par niveau une equivalence faible, ou f" est 
la /3-ieme etape de Bigcat(f). Le pas de la recurrence d'un ordinal (3 < T a 
l'ordinal /3 + 1 est exactement le lemme precedent. II ne reste qu'a comprendre 
le pas de la recurrence transfinie pour un ordinal limite (3 < T. Supposons done 
que pour tout ordinal 7 < /3, p est niveau par niveau une equivalence faible. 
Comme en outre les morphismes A — > A 7 et C — > C 7 sont des coflbrations 
(demonstration de la proposition 14.5.4]) . par la proposition 15.3. 1^1 il vient que 
fP est niveau par niveau une equivalence faible, ce qui montre l'hypothese de 
recurrence pour l'ordinal limite f3. 

On a done bien montre par recurrence transfinie que pour tout ordinal (3 < Tie 
morphisme : A 13 — > C 13 est niveau par niveau une equivalence faible. C'est 
done en particulier le cas pour f T = Bigcat(f) : Bigcat(A) — > BigcatiC). 
Comme Bigcat(f) est niveau par niveau une equivalence faible entre ob- 
jets regaux, i.e. niveau par niveau c'est une alliance d'objets regaux, et que 
Bigcat(A) et Bigcat(C) sont des C-categories, alors par le lemme 14*. 1.21 il vient 
que Bigcat(f) : Bigcat(A) — > Bigcat(C) est une equivalence de C-categories, 
done par le lemme 14.6.61 / est une equivalence faible. 
CQFD. 

Maintenant que nous savons que les equivalences faibles niveau par niveau 
sont des equivalences faibles de C-precategories, nous pouvons nous lancer 
dans les demonstrations de stabilite des iso-cofibrations triviales. 

5.4.3 Sommes amalgamees d'iso-cofibrations triviales 

Avant de montrer le lemme de stabilite des iso-cofibrations triviales par 
somme amalgamee le long d'un morphisme, on va montrer un petit lemme 
technique qui s'averera utile pour toutes ces questions de somme amalgamee 
de coflbrations triviales. 

Lemme 5.4.6 Soit (C, T\,T<i) une donnee de Segal facile. Considerons la 
somme amalgamee B ]J A C de C-precategories. Pour montrer que le mor- 
phisme canonique C — > B ]J A C est une equivalence faible, il faut et il suffit 
de montrer que le morphisme canonique Cat(C) — > Cat(B) YLcat(A) Cat(C) 
est une equivalence faible. 

Preuve : 

C'est l'application directe du lemme 12.11.41 dont les hypotheses 12.11.11 qui 
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sont en fait celles de la proposition 12.7.11 sont verifiees par la donnee de Segal 

facile. 

CQFD. 

Ce lemme technique nous permet done de demontrer la stability des iso- 
cofibrations triviales par somme amalgamee le long d'un morphisme unique- 
ment en utilisant les iso-cofibrations triviales de C-categories. Or si Cat trans- 
porte bien les equivalences faibles sur les equivalences de C-categories, par 
definition meme des equivalences faibles de C-precategories, en revanche il 
faut s'assurer que Cat envoie bien les cofibrations sur les cofibrations, ce qui 
est l'objet du lemme suivant. 

Lemme 5.4.7 Soit (C,JF 1; JF 2 ) une donnee de Segal facile. Alors les cofibra- 
tions sont preservees par la categorisation Cat. 

Preuve : 

Tout d'abord on remarque que, la categorisation Cat n'etant autre que le 
plan d'addition de cellules ses plans simples sont du type e^A, avec pour 
$ la famille TQ\ des fleches generatrices de C-categories faciles. Ensuite on 
rappelle que, comme la donnee de Segal est facile, alors par le lemme 13.4.61 
les jF(?i-cofibrations sont des monomorphismes niveau par niveau done des 
monomorphismes de C-precategories. En prenant done pour ensemble $ la 
famille de monomorphismes TQ\, il vient d'apres le lemme 12.12.11 que les 
monomorphismes sont preserves par la categorisation Cat. 
CQFD. 

Lemme 5.4.8 Soit (C, T\, T-i) une donnee de Segal facile telle que la categorie 
de modeles fermee sous-jacente C est une categorie de modeles fermee simpli- 
ciale engendree par monomorphismes. 

Soit A — > B un morphisme de C-precategories a la fois cofibration et iso-equi- 
valence faible. Alors sa somme amalgamee le long d'un morphisme A — > C 
quelconque est aussi une cofibration et une iso-equivalence faible. 

Preuve : 

Tout d'abord, on remarque que, comme les isomorphismes sur les objets sont 
stables par somme amalgamee le long d'un morphisme, le morphisme canon- 
ique C — > B \J A C est un isomorphisme sur les objets. En outre les cofibra- 
tions sont des cofibrations niveau par niveau et, dans la categorie de modeles 
fermee C, les cofibrations sont stables par somme amalgamee le long d'un 
morphisme. Done C — > B \\ A C est aussi une cofibration comme somme amal- 
gamee niveau par niveau le long d'un morphisme d'une cofibration niveau par 
niveau. II reste done a montrer que e'est une equivalence faible, ce qui d'apres 
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le lemme I5.4.6I revient a montrer que Cat{C) — > Cat(B) Yioat(A) Cat(C) est 
une equivalence faible. Or ce morphisme est lui-meme la somme amalgamee 
de Cat(A) -> Cat(B) le long de Cat(A) -> Cat(C). 

Comme par hypothese les cofibrations sont les monomorphismes, par le lemme 
15.4.71 il vient que Cat(A) — ► Cat(B) est une cofibration. En outre Cat preserve 
les objets et done Cat(A) — > Cat(B) est un isomorphisme sur les objets ainsi 
que sa somme amalgamee Cat(C) — > Cat(B)Y[ Cat , A sCat(C). Enfin comme 
par hypothese, A — > 5 est une equivalence faible alors Cat (A) — > Cat(B) 
est une equivalence de C-categories. Finalement on obtient que Cat(A) — > 
Cat(B) est une cofibration et une iso-equivalence, et done par la propo- 
sition I5.4.3[ e'est une cofibration triviale niveau par niveau. Or la somme 
amalgamee dans C — VC est la somme amalgamee niveau par niveau. Comme 
C est une categorie de modeles fermee, les cofibrations triviales de C sont 
stables par somme amalgamees le long d'un morphisme. Ainsi, on obtient 
que Cat{C) — ► Cat(B) Yicat(A) Cat{C) est une cofibration triviale niveau par 
niveau, comme somme amalgamee niveau par niveau d'une cofibration triviale 
niveau par niveau. Comme e'est aussi un isomorphisme sur les objets, par la 
proposition l5.4.51 il vient que Cat{C) — > Cat(B) Ylcat(A) Cat{C) est done une 
equivalence faible, ce que Ton voulait demontrer. 
CQFD. 



5.4.4 Colimites sequentielles d'iso-cofibrations triviales 

Apres avoir montre la stabilite des iso-cofibrations triviales par somme 
amalgamee le long d'un morphisme, nous allons regarder la stabilite des iso- 
cofibrations triviales par colimite sequentielle transfinie. Mais comme precedem- 
ment, nous allons tout d'abord donner un lemme pratique pour ces histoires 
de colimites sequentielles transfinies de cofibrations triviales. 

Lemme 5.4.9 Soit (C, T\, une donnee de Segal facile. Considerons une X- 
sequence (A a ) a< x de C-precategories. Pour montrer que le morphisme canon- 
ique A Q — > colim a<x A a est une equivalence faible, il faut et il suffit de mon- 
trer que le morphisme canonique Cat(A ) — > colim a<x Cat(A a ) est une equi- 
valence faible. 

Preuve : 

II s'agit a nouveau de l'application directe du lemme 12.11.41 dont les hy- 
potheses EHUD sont verifiees par la donnee de Segal facile. 
CQFD. 
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Lemme 5.4.10 Soit (C, T\, T<i) une donnee de Segal facile telle que la categorie 
de modeles fermee sous-jacente C est une categorie de modeles fermee simpli- 
ciale engendree par monomorphismes. 

Soit (A a ) a< \ une \-sequence de C-precategories telle que pour tout a < A le 
morphisme A a — > A a+ i est a lafois une cofibration et une is o- equivalence faible. 
Alors le morphisme canonique Aq — > colim a< \ A a est aussi une cofibration 
et une iso- equivalence faible. 

Preuve : 

Tout d'abord, on remarque que, les isomorphismes sur les objets etant sta- 
bles par colimite sequentielle transfinie, le morphisme Aq — > colim a< \ A a est 
un isomorphisme sur les objets. En outre les cofibrations ne sont autres que 
les cofibrations niveau par niveau done elles sont aussi stables par colimite 
sequentielle transfinie car cette colimite se calcule niveau par niveau et que, 
C etant une categorie de modeles fermee, les cofibrations de C sont stables 
par colimite sequentielle transfinie. Done A — > colim a< \ A a est aussi une 
cofibration. II reste done a montrer que e'est une equivalence faible, ce qui 
d'apres le lemme precedent revient a montrer que le morphisme Cat(A ) — > 
colim a< \ Cat(A a ) est une equivalence faible. Or ce morphisme est lui-meme 
la colimite sequentielle transfinie des Cat(A a ) — > Cat(A a+ i). 

Comme par hypothese les cofibrations sont les monomorphismes, par le lemme 
15.4.71 il vient que Cat(A a ) — > Cat(A a+ x) est une cofibration. En outre Cat 
preserve les objets et done Cat(A a ) — ► Cat(A a+ i) est un isomorphisme sur les 
objets, done, par colimite sequentielle transfinie, Cat(A ) — > colim a<x Cat(A a ) 
aussi. Enfin comme par hypothese, A a — > A a+ i est une equivalence faible alors 
Cat(A a ) — > Cat(A a+ i) est une equivalence de C-categories. Finalement on ob- 
tient que Cat(A a ) — > Cat(A a+ i) est une cofibration et une iso-equivalence, 
et done par la proposition 15.4.31 e'est une cofibration triviale niveau par 
niveau. Or les colimites sequentielles transfinies dans C — VC sont les col- 
imites sequentielles transfinies niveau par niveau. Comme C est une categorie 
de modeles fermee, les cofibrations triviales de C sont stables par colimite 
sequentielle transfinie. Ainsi, on obtient que Cat(A ) — > colim a< \ Cat(A a ) 
est une cofibration triviale niveau par niveau, comme colimite sequentielle 
transfinie niveau par niveau de cofibrations triviales niveau par niveau. Comme 
e'est aussi un isomorphisme sur les objets, par la proposition 15.4.51 il vient 
que Cat(A ) — > colim a< \ Cat(A a ) est done une equivalence faible, ce que 
Ton voulait demontrer. 
CQFD. 
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Pour clore cette section, nous allons aussi donner un resultat de sta- 
bility des iso-cofibrations triviales par colimite sequentielle transfinie dans la 
categorie des morphismes, en commengant comme toujours par un petit lemme 
pratique. 

Lemme 5.4.11 Soit (C,^-"i,jF 2 ) une donnee de Segal facile. Considerons un 
morphisme de X-sequences (A a ) a< \ — > (B a ) a< \. Pour montrer que le mor- 
phisme colim a< \ A a — > colim a< x B a est une equivalence faible, il faut et il 
suffit de montrer que le morphisme 

colim a<x Cat(A a ) — > colim a< \ Cat(B a ) est une equivalence faible. 
Preuve : 

II s'agit encore une fois de l'application directe du lemme |2~ 1 1 . 41 dont la donnee 

de Segal facile verifie les hypotheses. 

CQFD. 

Lemme 5.4.12 Soit (C,J-\,J-2) une donnee de Segal facile verifiant les pro- 
prietes suivantes : 

1) la categorie de modeles fermee sous-jacente C est une categorie de modeles 
fermee simpliciale engendree par monomorphismes, 

2) les colimites sequentielles transfinies de la sous- categorie des monomor- 
phismes de C existent et sont les colimites sequentielles transfinies de C. 

Soit (A a ) a< \ — > (B a ) a< \ un morphisme de X-sequences de C-precategories tel 
que pour tout a < X les morphismes A a A a+ \ et B a — > B a+ \ sont des 
cofibrations et le morphisme A a — > B a est a la fois une cofibration et une 
iso- equivalence faible. Alors le morphisme colim a< \ A a colim a< \ B a est 
aussi une cofibration et une iso- equivalence faible. 

Preuve : 

Tout d'abord, on remarque que, les isomorphismes sur les objets etant sta- 
bles par colimite sequentielle transfinie dans la categorie des morphismes, le 
morphisme colim a< \ A a —>■ colim a< \ B a est un isomorphisme sur les ob- 
jets. En outre les cofibrations ne sont autres que les monomorphismes niveau 
par niveau done elles sont aussi stables par colimite sequentielle transfinie 
dans la categorie des cofibrations car cette colimite se calcule niveau par 
niveau et que, par hypothese sur C, les monomorphismes de C sont stables par 
colimite sequentielle transfinie dans la categorie des monomorphismes. Done 
colim a< \ A a — > colim a< \ B a est aussi une cofibration. II reste done a mon- 
trer que e'est une equivalence faible, ce qui d'apres le lemme precedent revient 
a montrer que le morphisme colim a< \ Cat(A a ) — > colim a<x Cat(B Q ) est 
une equivalence faible. Or ce morphisme est lui-meme la colimite sequentielle 
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transfinie dans la categorie des morphismes des Cat(A a ) — > Cat(B a ). Comme 
par hypothese les cofibrations sont les monomorphismes, par le lemme 15.4.71 
il vient que les morphismes Cat(A a ) — > Cat(A a+ i), Cat(B a ) — > Cat(B a+ i) et 
Cat(A a ) — > Cat(B a ) sont des cofibrations. 

Ainsi le morphisme colim a< \ Cat(A a ) — > colim a< \ Cat(B a ) est la colim- 
ite sequentielle transfinie dans la categorie des cofibrations des Cat(A a ) — > 
Cat(B a ). En outre Cat preserve les objets et done Cat(A a ) — > Cat(B a ) 
est un isomorpliisme sur les objets, et, par colimite sequentielle transfinie 
dans la categorie des morphismes, colim a<x Cat(A a ) — > colim Q<A Cat(B a ) 
aussi. Enfin comme par hypothese, A a — > B a est une equivalence faible alors 
Cat(A a ) — > Cat(B a ) est une equivalence de C-categories. Finalement on ob- 
tient que Cat(A a ) — > Cat(B a ) est une cofibration et une iso-equivalence, et 
done par la prop osit ion 15 . 4 . 3l e'est une cofibration triviale niveau par niveau. 
Or les colimites sequentielles transfinies dans la categorie des cofibrations de 
C — VC sont les colimites sequentielles transfinies niveau par niveau dans 
la categorie des cofibrations de C. Comme C est une categorie de modeles 
fermee simpliciale propre a gauche, par la proposition 15.3.131 les cofibrations 
triviales de C sont stables par colimite sequentielle transfinie dans la categorie 
des cofibrations. Ainsi, onobtient que colim Q<A Cat(A a ) — > colim a<x Cat(B a ) 
est une cofibration triviale niveau par niveau, comme colimite sequentielle 
transfinie niveau par niveau dans la categorie des cofibrations niveau par 
niveau de cofibrations triviales niveau par niveau. Comme e'est aussi un iso- 
morpliisme sur les objets, par la proposition l5.4.5l il vient que colim a<x Cat(A a ) 
colim a< \ Cat(B a ) est done une equivalence faible, ce que Ton voulait demontrer. 
CQFD. 

Jusqu'a present, la stabilite par somme amalgamee le long d'un mor- 
phisme et par colimite sequentielle transfinie des cofibrations triviales n'a 
ete demontree que pour les iso-cofibrations triviales. Afin de la montrer pour 
toutes les cofibrations triviales, nous avons besoin d'un gros resultat sur le 
produit cartesien des C-categories, ce qui sera l'objet de la prochaine section. 
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5.5 Produit cartesien de C-categories 



Le but de cette section est de montrer que le produit cartesien de deux 
C-precategories est equivalent au produit cartesien de leurs categorisations. 
De ce resultat va decouler la stabilite des equivalences faibles de C-precate- 
gories par produit cartesien qui permettra de terminer la demonstration de 
stabilite des equivalences faibles de C-precategories par somme amalgamee 
le long d'un morphisme et par colimite sequentielle transfinie. Lorsque l'on 
demontre que le produit cartesien de deux C-precategories est equivalent au 
produit cartesien de leurs categorisations, on se ramene a montrer un resultat 
particulier d'equivalence entre des C-precategories. Ce resultat fait intervenir 
la notion de C-precategorie librement ordonnees. 

5.5.1 C-precategories librement ordonnees 

L'idee principale d'une C-precategorie librement ordonnee est que son en- 
semble d'objet est muni d'un ordre total pour lequel il n'existe de morphisme 
entre deux objets que s'il existe une chaine ordonnee d'objets adjacents relies 
par un morphisme. Donnons en une definition plus precise. 

Definition 5.5.1 Soit C une categorie de modeles fermee discretisante. Une 
C-precategorie A est librement ordonnee si son ensemble d'objets A est fini 
et muni d'un ordre total verifiant les trois proprietes suivantes : 

i) pour toute suite d'objets (a , . . . , a m ) non ordonnee dans A, A m (a , . . . , a m ) 
est V ensemble vide, 

ii) pour toute suite ordonnee d'objets (ao, • • • , a m ) dans A, le morphisme 
A m (a , . . . , a m ) — > Ai(a ,a m ), induit par I 'application de 1 dans m qui a 
et 1 associe et m, est une equivalence faible dans la categorie de modeles 
fermee C, 

Hi) pour tout objet a de A, Ai(a, a) est un point. 

On dira que A est librement ordonnee stride, si on demande pour la propriete 
ii) un isomorphisme au lieu d'une equivalence faible. 

Voici quelques exemples importants de C-precategories librement ordonnees. 

Lemme 5.5.2 Soit C une categorie discretisante possedant les coproduits et 
les sommes amalgamees. 

-Pour tout objet X de C et pour tout entier m, les C-precategories A[m]QX 
et T[m]QX sont librement ordonnees strides. 
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-Pour tout morphisme f de C et pour tout entier m > 2, la source du mor- 
phisme Boit m (f) est une C-precategories librement ordonnee stride et les 
morphismes A[m]0 / et Boit m (f) sont des isomorphismes sur les objets preser- 
vant strictement I'ordre. 

Preuve : 

A[m]QX a pour ensemble d'objets Horrid (0,m), qui est un ensemble fini a 
m + l elements. En identifiant les applications de dans m avec leur image, 
on obtient ainsi un ordre total naturel sur A[m]@X . On obtient le meme or- 
dre sur les objets de T[m]QX et par suite sur ceux de la source de Boit m (f). 
Soient q > un entier et (x ,...,x q ) une suite d'objets de A[m]6X . On 
remarque que la suite (xq, . . . , x q ) s'identifie a une application de q dans m si 
et seulement si cette suite est ordonnee et qu'elle s'identifie a une application 
de q dans m se factorisant par si et seulement si tous les Xi sont identiques. 
En utilisant cette remarque ainsi que la definition de A[m]QX, il vient que 
A[m]QX q (xo, . . . ,x q ) est l'ensemble vide si la suite n'est pas ordonnee, un 
point si elle est constante et X si la suite est ordonnee non constante. Dans 
ces deux derniers cas, le morphisme A[m}QX q (xo, . . . , x q ) — > A[m]QXi(xo, x q ) 
n'est autre que l'identite du point, respectivement de X. Ceci montre que 
A[m]OX est une C-precategorie librement ordonnee stricte. 

Pour T[m]QX, on remarque qu'une suite (xo,...,x q ) d'objets de T[m]OX 
s'identifie a une application de q dans m se factorisant par une face principale 
si et seulement si la suite est ordonnee et que Ton ait : x q — xq-\- 1. Avec cette 
remarque et la definition de T[m]QX, on obtient que T[m\QX g (x , . . . , x q ) 
est le vide si la suite n'est pas ordonnee, un point si la suite est constante, X 
si la suite est ordonnee a extremites adjacentes et le vide sinon. Dans ces trois 
derniers cas, le morphisme T[m]QX q (xo, . . . ,x q ) — > T[m]QXi(xo, x q ) n'est 
autre que l'identite du point, respectivement de X et de l'ensemble vide. Ceci 
montre que T[m]QX est une C-precategorie librement ordonnee stricte. 

Enfin avec les remarques ci-dessus et la definition de Boit m (f), on obtient 
que B(m, f) q (xo, . . . ,x q ) est le vide si la suite n'est pas ordonnee, un point 
si la suite est constante, Y si la suite est ordonnee a extremites adjacentes 
et X sinon. Dans ces trois derniers cas, le morphisme B(m, f) q (x , . . . , x q ) — > 
B(m, f)i(x , x q ) n'est autre que l'identite du point, respectivement de Y et de 
X. Ceci montre que la source de Boit m (f) est une C-precategorie librement 
ordonnee stricte. 

Pour finir, on termine en constatant que A[m]Qf et Boit m (f) induisent par 
definition l'identite sur les objets. 
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CQFD. 



Comme il n'est pas toujours facile de maitriser les C-precategories li- 
brement ordonnees et encore moins de verifier qu'un morphisme entre elles 
preserve l'ordre, nous allons donner une condition sufnsante simple pour qu'un 
morphisme entre C-precategories librement ordonnees preserve l'ordre. 

Lemme 5.5.3 Soit C une categorie de modeles fermee discretisante tel qu'il 
n'existe aucun morphisme de but V ensemble vide qui ne soit pas un isomor- 
phisms Soit f : A — > B un morphisme entre C-precategories librement or- 
donnees. Si A a la propriete que, pour tout couple ordonne d' objets adjacents 
(a, a') dans A, Ai(a,a f ) n'est pas isomorphe a V ensemble vide, alors f est un 
morphisme preservant l'ordre des objets. 

Preuve : 

Par l'absurde, si / ne preserve pas l'ordre des objets, il existe un couple or- 
donne d'objets adjacents (a, a') tel que le couple (/(a), f(a')) ne soit pas or- 
donne. Alors, comme B est librement ordonne, on a que Bi(f(a),f(a')) est 
l'ensemble vide, tandis que par hypothese A\(a,a') n'est pas isomorphe a 
l'ensemble vide. Ainsi f\(a,a') : Ai(a, a') — > Bi(f(a),f(a')) envoie un objet 
non isomorphe a l'ensemble vide dans l'ensemble vide, ce qui contredit l'hy- 
pothese sur C. 
CQFD. 

La notion de C-precategories librement ordonnees est stable par certaines 
operations. Nous allons dans le lemme suivant le montrer pour les operations 
dont nous nous servirons par la suite. 

Lemme 5.5.4 Soit C une categorie de modeles fermee discretisante simpli- 
ciale dont tous les objets sont cofibrants et dont les cofibrations et les equi- 
valences faibles sont stables par produit fibre au-dessus d'un objet discret. 

1) Si A et B est des C-precategories librement ordonnees alors Ax B aussi 
et si elles sont strides alors Ax B egalement. 

2) Soient f : A — > B et g : A — > C deux morphismes entre C-precategories li- 
brement ordonnees preservant l'ordre des objets. Si f preserve strictement 
l'ordre des objets et que g est une cofibration induisant un isomorphisme sur 
les objets, alors la somme amalgamee B ]J A C est une C-precategorie libre- 
ment ordonnee. Si A, B et C sont strides, leur somme amalgamee aussi. 

3) Soient f3 un ordinal quelconque et A la colimite d'une ^-sequence de C- 
precategories librement ordonnees {A a ) a< p telle que, pour tout a < (3, les 
morphismes A a — > A a+1 soient des cofibrations niveau par niveau induisant 
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un isomorphisme sur les ensembles d'objets preservant leur ordre. Alors A est 
une C-precategorie librement ordonnee. 

Preuve : 

1) Tout d'abord on remarque que le produit des C-precategories n'est autre 
que le produit niveau par niveau. Ainsi l'ensemble des objets de A x B est fini 
comme produit d'ensembles finis et on lui donnera comme ordre total l'ordre 
lexicographique : 

(a, b) < (a', b') si a < a' ou (a = a' et b < b'). 

Soient m > un entier et ((a , bo), ... , (a m , b m )) une suite de points de Ax B. 
On a l'egalite suivante : 

(A x B) m ((a ,b ), {a m ,b m )) = A m (a , ...,a m )x B m (b , . . .,b m ). 

Si la suite n'est pas ordonnee, alors il existe un indice i entre et m — 1 tel que 
(ai, di+i) n'est pas ordonne ou bien ai et aj+i sont egaux et {pi, n'est pas 
ordonne. Comme A et B sont librement ordonnes, l'un des deux termes du 
produit est l'ensemble vide, ce qui entraine que le produit aussi est l'ensemble 
vide, ce qui prouve i) pour Ax B. 

Si la suite est ordonnee, comme A et B sont librement ordonnes, les mor- 
phismes A m (a , ...,a m ) -> Ai(a , a m ) et B m (b , ...,b m ) -> B^bo, b m ) sont 
des equivalences faibles (respectivement des isomorphismes) done leur produit 
aussi par stabilite des equivalences faibles (respectivement des isomorphismes) 
par produit, ce qui prouve ii) (respectivement ii)-strict) pour Ax B. 
Si la suite est constante, comme A et B sont librement ordonnes, A m (ao, ■ ■ ■ , a m ) 
et B m (bo, . . . , b m ) sont des points et done leur produit aussi, ce qui montre iii) 
pour A x B. Done A x B est librement ordonne (respectivement librement 
ordonne strict) si A et B le sont. 

2) Tout d'abord on remarque que la somme amalgamee des C-precategories n'est 
autre que la somme amalgamee niveau par niveau. Comme go est un isomor- 
phisme preservant l'ordre, on identifiera par la suite les objets de A avec leurs 
images dans C. En outre, l'isomorphisme go entraine un isomorphisme entre 
B et 5JJ A C , ce qui, d'une part, montre que fiJJ^Co est un ensemble fini 
et, d'autre part, munit ainsi -Bjj^Co de l'ordre total induit par celui de -Bo- 
Encore une fois, on identifiera les objets de B et de B \J_ A Co via cet isomor- 
phisme. Soient m > un entier et (bo, ■ ■ ■ , b m ) une suite d'objets de B ]J A C. 
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Si b , . . . , b m sont dans l'image de / , on a l'egalite suivante : 
(B]Jc) (b ,...,b m )=B m (b ,...,b m ) ]J ( II C m(a)), 

ou a est une notation pour une suite d'objets (a , . . . , a m ) de A et ou a G f^(b) 
signifie que les images de ao, ■ ■ ■ , a m par / sont respectivement bo, ... , b m . 
Sinon on a : (B \J A C) (bo, ■ ■ ■ , 6 m ) = B m (bo, ■ ■ ■ , b m ), auquel cas i), ii) et iii) 
sont verifiees car B les verifie. II reste done a montrer que les trois proprietes 
sont vraies pour bo, ■ ■ ■ ,b m dans l'image de fo- 



Tout d'abord on remarque que le fait que / preserve strictement l'ordre en- 
traine que / est injective et done pour toute suite (b , ■ ■ ■ , b m ) dans l'image 
de fo, il existe une unique suite (a , . . . , a m ) telle que son image par / soit 
(b , . . . , b m ). Ainsi on obtient l'egalite suivante : 

(fiJJ^c) (b , . . . ,b m ) = B m (b , . . . ,b m ) f j C m (a , . . . , a m ). 

A Am(ao,...,a m ) 



Si la suite n'est pas ordonnee, comme / preserve l'ordre, la suite (a , . . . , a m ) 
ayant pour image (bo, . . . , b m ) par / ne sera pas non plus ordonnee. Comme 
A, B et C sont librement ordonnees, chaque terme de la somme amalgamee 
est vide, done la somme amalgamee aussi, ce qui montre i). Si la suite est 
constante, comme / preserve strictement l'ordre, la suite (ao, . . . , o m ) ayant 
pour image (60, ■ ■ ■ , b m ) par / Test aussi. Comme A, B et C sont librement 
ordonnees, chaque terme de la somme amalgamee est un point, done la somme 
amalgamee aussi, ce qui montre iii). 

Si la suite est ordonnee mais non constante, comme / preserve l'ordre, la suite 
(ao, • • • , a m ) ayant pour image (bo, ■ ■ ■ , b m ) par / le sera aussi. Comme A, B 
et C sont librement ordonnees (respectivement librement ordonnees strictes), 
les morphismes A m (a , ...,a m ) -> A x (a , a m ), B m (b , ■ ■ ■ , b m ) -> B x (b Q , b m ) 
et C m (a , • • • , a m ) — > Ci(a , a m ) sont des equivalences faibles (respectivement 
des isomorphismes) . Comme par hypothese g est une cofibration niveau par 
niveau done g\ et g m sont des cofibrations de la categorie de modeles fermee C. 
Comme en outre, par hypothese, les cofibrations sont stables par produit fibre 
au-dessus d'un objet discret, gi(a ,a m ) et g m (a , ■ ■ ■ ,a m ) sont des cofibra- 
tions. Enfin, comme on a suppose que tous les objets de C sont cofibrants, 
en appliquant la proposition 15.3.121 on obtient que B ]J A C m (bo, . . . ,b m ) — > 
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BW A Ci{bQ,b m ) est une equivalence faible, ce qui montre ii). Le cas strict est 
plus facile car la somme amalgamee d'isomorphismes dans la categorie des 
morphismes est un isomorphisme. 

3) Tout d'abord on remarque que la colimite sequentielle transfinie des C- 
precategories n'est autre que la colimite sequentielle transfinie niveau par 
niveau. Comme pour tout ordinal a < /3, le morphisme A a — > A a+ i induit un 
isomorphisme au niveau des objets preservant l'ordre, on identifiera done via 
ces isomorphismes les ensembles d'objets des A a . Ainsi l'ensemble des objets 
de A sera done isomorphe a ceux-ci, ce qui permet de montrer qu'il est fini et 
muni d'un ordre total. Soit m > un entier et (a , . . . , a m ) une suite d'objets 
de A. On a l'egalite suivante : 

A m (a Q , . . . , a m ) = colim(A Q ) m (a , ...,a m ). 

a</3 

Si la suite n'est pas ordonnee, comme les A a sont librement ordonnes, chaque 
terme de la colimite est l'ensemble vide et done la colimite aussi, ce qui montre 
i) pour A. Si la suite est constante, pour la meme raison, chaque terme de la 
colimite est le point et done la colimite aussi, ce qui montre iii) pour A. Enfin si 
la suite est ordonnee mais non constante, alors comme les A a sont librement or- 
donnes, pour tout a < (3, les morphismes (A a ) m (a , . . . , a m ) — > (A Q ) 1 (a , a m ) 
sont des equivalences faibles. Or par hypothese, pour tout a < /3, les mor- 
phismes A a — > A a+ i sont des cofibrations niveau par niveau done les mor- 
phismes (A*)i(oo, flm) {A a+1 )i{a , a m ) et (A a ) m (a , ...,a m )^> 
(A a+ i) m (a , . . . , a m ) sont des cofibrations, car les cofibrations sont stables par 
produit fibre au-dessus d'un objet discret. Comme, par hypothese, C est une 
categorie de modeles fermee simpliciale dont tous les objets sont cofibrants, 
par la proposition 15. 3.131 on obtient que A m (a , . . . , a m ) — > Ai(a , a m ) est une 
equivalence faible, ce qui montre ii) pour A. 
CQFD. 

On remarque dans la demonstration que pour qu'une somme amalgamee 
de C-precategories librement ordonnees, le long d'une cofibration induisant 
un isomorphisme sur les objets, verifie ii) et iii), il faut que le second mor- 
phisme preserve l'ordre strictement. Or lors des constructions Cat ou Bigcat, 
les sommes amalgamees par les fleches generatrices, qui sont des cofibrations 
induisant des isomorphismes sur les objets, n'ont pas cette propriete. De ce 
fait nos deux precedes de categorisation ne preservent pas la notion de C-pre- 
categorie librement ordonnee. Dans la section suivante, nous allons construire 
une autre categorisation, dite reduite, qui preservera les C-precategories libre- 
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ment ordonnees. Pour cela, nous regarderons de plus pres les marquages des 
C-categories essentiellement au niveau des degenerescences. 

5.5.2 Categorisation reduite 

Lorsqu'on a defini le marquage des C-precategories, on a fait des choix ar- 
bitrages parmi les relevements possibles d'un meme diagramme. Mais on n'a 
jamais demande que ces choix soient compatibles entre eux. C'est ce que Ton 
va demander a un marquage dit " canonique" . La seule compatibility entre les 
diagrammes qui pose probleme dans la categorisation d'une C-categorie libre- 
ment ordonnee est celle due aux applications de degenerescence de la struc- 
ture simpliciale. Aussi avant de definir la notion de C-precategories marquees 
canoniquement, va-t-on definir tout d'abord celle de diagrammes degeneres. 

Definition 5.5.5 Soit (C, J-'i, ^2) une donnee de Segal facile. Soit (d,h) un 
diagramme de C — VC se factorisant par un diagramme (d', h!) comme dans 
le diagramme commutatif suivant : 




A 



Y X' 




Y' 



On dira que le diagramme (d, h) est une degenerescence du diagramme (d 1 , h') 
le long de (e, e') dans les cas suivants : 

-si h est de la forme A[m]Qf , avec f dans T\, et h' est soit un A[k]Qf, avec 

< k < m, soit Videntite du point, 

-si h est de la forme Boit m (g), avec g dans Ti, et h' est soit un Boitk(g), avec 

1 < k < m, soit Videntite de A[l]06(p), soit Videntite du point. 

Definition 5.5.6 Soit (C, JFi, JF2) une donnee de Segal facile. Une C-precate- 
gorie partiellement marquee (A, /i) est marquee canoniquement si, pour tout 
diagramme (d, h) de ji se factorisant par un diagramme (d', h!) le long de 
(e, e'), on a : 
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-si hi est une fleche generatrice, alors le diagramme (d', h!) est lui aussi dans 
fi et le relevement marque de (d, h) est la composee de celui de (d', h!) par e' , 
-si h' est une identite, alors le relevement marque de (d, h) est la compose 
d'oe'. 



X 



d 



A e n 



h 



Y 




De meme que la notion de C-precategorie partiellement marquee a donne 
lieu a celle de C-categorie marquee, on a aussi une notion naturelle de C-cate- 
gorie canoniquement marquee. 

Definition 5.5.7 Soit (C,J-\,J-2) une donnee de Segal facile. Une C-cate- 
gorie marquee (A, ji) est marquee canoniquement si, en tant que C-precate- 
gorie, elle est marquee canoniquement au sens ci-dessus. 

II est important de voir que si un morphisme d'une C-precategorie partielle- 
ment marquee canoniquement vers une C-precategorie partiellement marquee 
preserve le marquage alors la restriction du marquage de la C-precategorie but 
aux relevements marques induits par le marquage de la C-precategorie source 
est canonique. 



On obtient avec ces definitions deux sous-categories pleine de C — VC m : 
C — VC mc , la sous-categorie pleine des C-precategories partiellement marquees 
canoniquement et la sous-categorie pleine C — C mc des C-categories marquees 
canoniquement. Tout d'abord, remarquons que par construction Cat et Bigcat 
ne sont pas canoniquement marques car on y prend des sommes amalgamees 
pour des diagrammes degeneres et que ces sommes amalgamees serviront de 
relevements marques pour ces diagrammes. Ensuite, C — VC mc et C — C mc sont 
toutes deux munies d'un foncteur Oubli vers C — VC qui est fidele mais n'est 
pas plein car tout morphisme ne preserve pas le marquage. En outre la notion 
de C-categorie marquee canoniquement est stable par limite. 
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Lemme 5.5.8 Soit (C, T\, T<i) une donnee de Segal facile. La categorie C — C rn 
des C-categories marquees canoniquement avec les morphismes preservant les 
marquages est stable par limites. 

Preuve : application directe du lemme 12.1.51 ! 

Cette notion de marquage canonique va nous permettre de definir un 
procede de categorisation reduite qui a une C-precategorie va associer une C- 
categorie marquee canoniquement, procede qui non seulement sera fonctoriel 
mais servira d'adjoint au foncteur Oubli des C-categories marquees canonique- 
ment vers les C-precategories. 



Commengons par presenter une construction qui a une C-precategorie par- 
tiellement marquee canoniquement associe une C-precategorie partiellement 
marquee canoniquement ayant la propriete de se relever par rapport aux 
fleches qui ne se relevaient pas dans la premiere. 

Proposition 5.5.9 (-definition) Soit (C, T\, T-i) une donnee de Segal facile. 
Soit (A, n) une C-precategorie partiellement marquee canoniquement, il existe 
une C-precategorie partiellement marquee canoniquement (Raj c (A, //), v) mu- 
nie d'un morphisme raj c : (A, ^i) —* (Raj c (A, /i), v) preservant le marquage, 
telle que : 

1) pour tout diagramme des fleches de TQ\ vers A n'appartenant pas a fi, 
V extension du diagramme par raj c appartient a v, 

2) pour toute C-precategorie partiellement marquee canoniquement (B, A) et 
pour tout morphisme f de A vers B preservant le marquage tels que, pour tout 
diagramme des fleches de TQ\ vers A n'appartenant pas a fi, I'extension du di- 
agramme par f appartient a X, il existe un unique morphisme f de Raj c (A, /i) 
vers B preservant le marquage et dont la precomposition par raj c est f . 



X 



A 



f 



B 



e A 



raj c . 



Y - Raj c {A,fi) 

e v 



A 



raj c 



Raj c (A,fi) 



f 



/ 3!/ 



B 



Preuve : 

On construit Raj c (A,[i) de la maniere suivante : on prend la somme amal- 
gamee de A avec les fleches generatrices appartenant a des diagrammes non 
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degeneres et non inclus dans \i. Quant a raj c , il s'agit du morphisme naturel 
de A vers la somme amalgamee Raj c (A, /i). Le marquage v de Raj c (A,fi) est 
defini ainsi : pour les diagrammes pour A appartenant a /i, leurs extensions par 
raj c appartiennent a u, et done par construction raj c preserve le marquage. 
Pour les diagrammes non degeneres pour A n'appartenant pas a /z, leurs ex- 
tensions par raj c ont pour relevements marques dans v les morphismes na- 
turels des buts des fleches generatrices vers la somme amalgamee Raj c (A, fi). 
Enfin pour les diagrammes degeneres pour A n'appartenant pas a /i, on a 
deux cas. S'ils sont degenerescences de diagrammes de fleches generatrices, 
leurs extensions par raj c ont pour relevements marques dans v ceux induits 
par les relevements marques des diagrammes non degeneres dont ils sont les 
degenerescences. Pour que cette derniere definition ait un sens, il faut que 
tout diagramme degenere ne soit la degenerescence que d'un diagramme non 
degenere, ce qui est le cas ici. Si les diagrammes sont degenerescences de di- 
agrammes avec l'identite, les relevements marques dans v de leurs extensions 
par raj c seront les extensions par raj c des morphismes des buts des fleches 
generatrices vers A via l'objet de l'identite. Et done par construction le mar- 
quage de (Raj c (A, /i), v) est canonique et (Raj c (A, /i), v) munie de raj c verifie 
bien la propriete 1). En outre, cette construction est bien definie car C — VC 
est une categorie admettant les coproduits et les sommes amalgamees calculees 
niveau par niveau. 

Pour (B, A) et / : A — > B verifiant la condition de la propriete 2), le di- 
agramme ci-dessus, avec / et B a la place de raj c et Raj c (A,fi) et ou le 
morphisme JJx^Ye^i Y — > B est celui induit par la condition de la propriete 

2) pour B et /, commute et done il existe un unique morphisme de la somme 
amalgamee Raj c (A,fi) vers B. Ce morphisme precompose par raj c donne / 
et il preserve le marquage, car / et raj c preservent le marquage de A, que 
precompose par un relevement de Raj c (A, /i) non induit par /i (i.e. provenant 
de Ux^ye^i Y — > Raj c (A, (/)) et non degenere, il devient le relevement cor- 

respondant pour B (qui est une des composantes de Ux^ye^ei Y — > B) et 

enfin car B est marque canoniquement . En outre, la preservation du mar- 
quage imposee au morphisme de Raj c (A, ji) dans B, le fait que Raj c (A, jj) est 
une somme amalgamee et que les ^-"^i-cofibrations sont des monomorphismes 
entrainent comme pour E<& que ce morphisme est uniquement determine par 
la condition de la propriete 2) pour B et done est unique, ce qui demontre la 
proposition-definition. 
CQFD. 
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Tout d'abord remarquons que pour toute C-categorie facile C munie d'un 
morphisme g : A — > C, la construction ci-dessus fournit un morphisme de 
Raj c (A, fj) vers C dont la precomposition par raj c redonne g. Toutefois il 
existe autant de tels morphismes que de marquages canoniques possibles sur 
C. Mais pour un marquage canonique fixe et a suppose que g preserve alors 
le marquage, il existe un unique morphisme de Raj c (A, /i) vers C dont la 
precomposition par raj c redonne g et qui preserve le marquage (c'est une 
application directe de la proposition precedente aux C-categories marquees 
canoniquement) . 

Par ailleurs la propriete 2) de la proposition-definition assure l'unicite a iso- 
morphisme pres de la construction Raj c et entraine sa fonctorialite en (A,/i). 

Proposition 5.5.10 (-definition) Soit (C, T\, JF 2 ) une donnee de Segal facile. 
Soit A une C-precategorie quelconque, il existe une C-categorie marquee canon- 
iquement Cat c (A) munie d'un morphisme can c A : A — > Cat c (A) et ayant la 
propriete universelle suivante : 

pour toute C-categorie marquee canoniquement (B, A) munie d'un morphisme 
f issu de A, il existe un unique morphisme f de Cat c (A) vers B preservant 
le marquage et dont la precomposition par can c A est f . 

f 

A »B 



Cat c (A) 

Preuve : 

Soit a un cardinal regulier strictement plus grand que le plus petit cardinal 
regulier pour lequel les sources et buts des fleches de T\ et JF 2 sont petites. 
Nous allons construire Cat c (A) par recurrence transfinie. Posons : 

(A , no) = (A,0) et can c = Id A 

Supposons (A^j/ip) et can^ : A — > A 13 definis pour un ordinal (3 < a, alors on 
pose : 

(A /3+1 ,/i /3+1 ) = (RajciA 13 ,^^, v) et can c p+1 = raj c o can^ 

Soit un ordinal limite 7 < a, supposons (A 13 , jip) et can^ : A — > A 13 definis 
pour tout ordinal (5 < 7, alors on pose : 

(A 1 , fiy) = ( colim A 13 , colim /ig j et can y = colim carfp 
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Par recurrence transfinie, on a bien defini pour tout ordinal (3 < a une C- 
precategorie partiellement marquee canoniquement {A@,np) munie d'un mor- 
phisme canp : A — > A 13 . Posons done : 

Cat c (A) = ( colim A@, colim \i$ J et can c A = colim canp 

^ /3<a (i<a ' f3<a 

Cette construction est bien definie car C — VC admet les coproduits, les sommes 
amalgamees et les colimites sequentielles transfinies par proposition 11.2.51 et 
par construction Cat c (A) est partiellement marquee canoniquement. 

Montrons que Cat c (A) est totalement marquee. Soit X — > Y une fleche de 
TQ\ et X — > Cat c (A) un morphisme quelconque. Par le lemme 13.4.51 , X 
source d'un morphisme de TQ\ est a-petit, alors, par definition 12.3.31 de a- 
petit, le morphisme X — > Cat c (A) se factorise a travers un A 13 pour un certain 
(3 < a. On a alors deux cas. Si X — > K possede un relevement par rapport 
a A' 3 marque dans fip alors son extension par A 13 — > Cat c (A) est dans la col- 
imite des \ip et done est marque pour Cat c (A). Si en revanche X — > K ne se 
releve pas par rapport a A' 3 , alors par la propriete 1) de la construction Raj c , 
son extension par A 13 — ► Raj^A 13 , fip) = A^ 1 appartient a /^g+i et done son 
extension par — > Cat c (A) est dans la colimite des /^g et done est marque 
pour Cat c (A). Ainsi Cat c (A) est totalement marquee, ce qui fait de Cat c (A) 
une C-categorie marquee. 

Soit (B, A) une C-categorie marquee canoniquement munie d'un morphisme 
f : A —>■ B. Construisons par recurrence transfinie le morphime / : Cat c (A) — > 
I? faisant commuter le diagramme de la proposition. Au cran 0, on a bien f° : 
A — > B qui n'est autre que / preservant le marquage et tel que f°ocan = f. 
Supposons construit f^-.A^^B preservant le marquage tel que f^ocanp = f 
pour p < a, alors par la propriete 2) de la construction Raj c , il existe un mor- 
phisme fP +1 : Raj c (AP , up) = A^ +l — > B preservant le marquage et dont la 
precomposition par raj c est f 13 d'ou il vient que : 

/ /3+1 o can p+1 = f p+1 o raj c ° can p = f o canp = f 

ce que Ton voulait. 

Soit maintenant un ordinal limite 7 < a et supposons construit, pour tout 
ft < 7) / : ^4 ~~ > B preservant le marquage tel que f 13 o canp = f. Par 
propriete universelle de la colimite, il existe un morphisme f 1 : colim. A 13 = 
A 1 — > B preservant le marquage, colimite des marquages [ip, et telle que 
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f 1 o can 1 = f. Par recurrence transfinie, on a done pour tout (3 < a des mor- 
phismes f^-.A^^B preservant le marquage tel que f^ocarip = f. On definit 
alors / : Cat c (A) — > B comme colimite des f 13 pour (3 < a et, par propriete 
de colimite, / preserve le marquage et precompose par (can c )A redonne bien 
/. Cette construction est bien definie car C — VC possede les coproduits, les 
sommes amalgamees et les colimites sequentielles transfinies. En outre, le fait 
d'imposer a / de preserver le marquage, allie au fait que les .FC/i-cofibrations 
sont des monomorphismes, entraine l'unicite de / et ainsi Cat c (A) verifie la 
propriete universelle de la proposition. 
CQFD. 

On peut remarquer que la construction de la factorisation ci-dessus s'ap- 
plique aussi bien pour les C-categories faciles mais, comme on Fa deja remarque 
pour la construction Raj c , il n'y aura pas d'unicite de la factorisation a travers 
Cat c (A). 

Comme la categorisation Cat, la categorisation reduite Cat c est un adjoint 
a gauche du foncteur oubli des C-categories canoniquement marquees vers les 
C-precategories. 

Corollaire 5.5.11 Soit (C,JF 1? JF 2 ) une donnee de Segal facile. La construc- 
tion Cat c est un foncteur de C — VC vers C — C mc qui est adjoint a gauche du 
foncteur Oubli, i.e. on a un isomorphisme naturel en A et (B,X), induit par 
le morphisme can c A : 

Hom c _ Cmc (Cat c (A), (B, A)) = Rom c _ vc (A, Oubli((B, A))) 

De ce fait, le foncteur Cat c preserve les colimites. 
Preuve : 

De la propriete universelle de Cat c (A) decoule son unicite a isomorphisme 
pres, ce qui entraine la fonctorialite de la construction Cat c et la naturalite 
de can c A en A, mais aussi que Cat c est en fait un adjoint a gauche du foncteur 
Oubli des C-categories marquees canoniquement vers les C-precategories. En- 
fin comme foncteur adjoint a gauche, Cat c preserve les colimites. 
CQFD. 

Comme nous venons de construire un troisieme procede de categorisation, 
il est tres utile de le comparer avec Cat notamment pour verifier si les notions 
d'equivalences faibles induites par ces deux categorisations sont les memes. 
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Lemme 5.5.12 Soit (C, T^T-i) une donnee de Segal facile. Alors pour toute 
C-precategorie A, le morphisme canonique can c A : A — > Cat c (A) est une 
equivalence faible de C — VC et, pour tout morphisme de C-precategories f : 
A — > B, f est une equivalence faible si et seulement si Cat c (f) est une equi- 
valence de C-categories. 

Preuve : 

On peut modifier le marquage de Bigcat(A) ami qu'il devienne canonique. Des 
lors il existe un unique morphisme preservant le marquage de Cat c (A) vers 
Bigcat(A) factorisant bean a- De plus, Cat c (A) etant une C-categorie marquee, 
il existe un morphisme (non necessairement unique) preservant le marquage 
de Bigcat(A) vers Cat c (A). Comme pour Cat(A) (e'est-a-dire comme dans la 
demonstration de la proposition 12. 7. on montre que ces morphismes sont 
des equivalences de C-categories si A est une C-categorie facile, on en deduit 
par "trois pour deux" pour les equivalences de C-categories que can c A : A — > 
Cat c (A) est une equivalence de C-categories si A est une C-categorie facile. 

Puis toujours de la meme maniere que pour Cat(A), en utilisant la pro- 
priety universelle de Cat c (A) et "trois pour deux" pour les equivalences de 
C-categories, on montre que pour toute C-precategorie A l'image par Cat c du 
morphisme canonique can c A est une equivalence de C-categories. Ceci montre 
que Cat c est une bonne categorisation. 

En utilisant alors le lemme 0.11.21 avec la categorisation Cat c , on obtient que, 
pour tout morphisme de C-precategories /, Cat c (f) est une equivalence de C- 
categories si et seulement si Bigcat(f) l'est. Or par le lemme E. 6. 61 Bigcat(f) 
est une equivalence de C-categories si et seulement si Cat(f) Test, ceci montre 
la seconde partie du lemme. 

Comme en outre on a deja montre que, pour toute C-precategorie A, l'image 
par Cat c du morphisme canonique can c A est une equivalence de C-categories, 
la seconde partie du lemme que Ton vient de prouver montre que can c A est 
bien une equivalence faible de C-precategories. 
CQFD. 

Nous avons done bien une nouvelle categorisation Cat c qui induit la meme 
notion d'equivalence faible que Cat. Comme nous l'avons introduite afin de 
preserver la notion de C-precategories librement ordonnees, nous allons main- 
tenant montrer que Cat c conserve bien cette notion. 
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5.5.3 Equivalence de C-precategories librement ordonnees 

L'utilite d'avoir considere les marquages canoniques et d'avoir construit 
une categorisation ne prenant plus de sommes amalgamees de diagrammes 
degeneres est que cette categorisation reduite preserve la notion de C-precate- 
gories librement ordonnees et permettra ainsi de donner un critere pratique 
pour montrer qu'un morphisme de C-precategories librement ordonnees est 
une equivalence faible, notion difficile a manipuler par ailleurs. Commengons 
done par montrer etape par etape que la categorisation reduite Cat c preserve 
bien la notion de C-precategories librement ordonnees. Comme les hypotheses 
sur la donnee de Segal facile qui assurent ce resultat sont valables pour tous les 
autres resultats de cette partie, nous allons d'abord enoncer ces hypotheses. 

Hypotheses 5.5.13 Soit (C, Ty^T^) une donnee de Segal facile verifiant les 
proprietes suivantes : 

1) la categorie de modeles fermee sous-jacente C est une categorie de modeles 
fermee simpliciale, 

2) il n'existe aucun morphisme de but V ensemble vide qui ne soit pas un iso- 
morphisme, 

3) les cofibrations sont stables par produit fibre au-dessus d'un objet discret. 

Lemme 5.5.14 Supposons vraies les hupotheses 15. 5. 1 5\ 
Si (A, fi) est une C-precategorie librement ordonnee et partiellement marquee 
canoniquement, alors Raj c (A,fi) est librement ordonnee. De plus pour tout 
couple ordonne d'objets de A adjacents (a, a'), le morphisme (raj^j 1 (a, a') : 
Ai(a,a') — > Raj c (A)i(a,a') est une cofibration triviale de la categorie de 
modeles fermee C. 

Preuve : 

Par construction, Raj c (A) est une somme amalgamee de A par un coproduit 
de fleches generatrices qui sont toutes des isomorphismes sur les objets. Ainsi 
la construction Raj c laisse les objets invariants et done Raj c (A) qui n'est 
autre que A$ est bien un ensemble fini totalement ordonne. 

Comme Raj c (A) est une somme amalgamee de A par un coproduit de fleches 
generatrices indexe par les diagrammes non degeneres et non inclus dans 
on peut le developper comme une colimite sequentielle transfinie de sommes 
amalgamees par une fleche generatrice d'un diagramme non degenere et non 
inclus dans fi. Non seulement ces fleches generatrices sont des cofibrations 
entre C-precategories librement ordonnees strictes induisant l'identite sur les 
objets, d'apres le lemme 13.5.21 mais toute fleche generatrice h : X — > Y verifie 
la propriete que, pour tout couple ordonnee {x,x') d'objets adjacents de X, 
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Xi (x, x') n'est pas isomorphe a l'ensemble vide, car d'apres la demonstration 
du lemme IB". 5. 21 Xi(x,x') n'est autre que la source d'une fleche de T\ ou le 
but d'une fleche de Ti qui sont non isomorphes a l'ensemble vide par hy- 
pothese. Ainsi par le lemme 15.5.31 tout morphisme de la source d'une fleche 
generatrice vers A preserve l'ordre, et meme strictement car n'apparaissent 
dans Raj c (A,fi) que celles des diagrammes non degeneres. Ainsi la somme 
amalgamee par une fleche generatrice d'un diagramme non degenere et non 
inclus dans /x verifie les hypotheses du 2) du lemme 15.5.41 ce qui en fait 
une C-precategorie librement ordonnee. Ainsi Raj c (A,fi) devient une colim- 
ite sequentielle transfinie de C-precategories librement ordonnees verifiant les 
hypotheses du 3) du lemme I5".5.41 ce qui fait de Raj c (A,/i) une C-categorie li- 
brement ordonnee. 

Soit (a, a') un couple ordonne d'objets adjacents de A. Raj c (A, /i)i(a, a') n'est 
autre que la somme amalgamee de Ai(a, a') par un coproduit de hi(x,x'), 
avec h une fleche generatrice d'un diagramme (d, h) non degenere et non in- 
clus dans fi et x et x' des objets de la source de h s'envoyant par d sur a et 
a'. Comme on l'a vu ci-dessus, d preserve strictement l'ordre, done est une 
injection au niveau des objets. Ceci entraine que le couple (x, x') est unique 
et ordonne mais surtout que x et x' sont adjacents. Si h est de type A[m]Qf 
alors hi(x, x') n'est autre que /, qui etant dans T\ est une cofibration triviale. 
Si h est de type Boit m (g) alors hi(x,x') n'est autre que l'identite du but de 
g, done une cofibration triviale. Comme par hypothese, C est une categorie 
de modeles fermee simpliciale dont tous les objets sont cofibrants, par corol- 
laire 15 .3.141 le coproduit des hi(x,x') est une equivalence faible et aussi une 
cofibration comme coproduit de cofibrations. Par stabilite des cofibrations 
triviales par somme amalgamee le long d'un morphisme dans la categorie de 
modeles fermee C, il vient que raj^(a, a') est une cofibration triviale. 
CQFD. 

Lemme 5.5.15 Supposons vraies les hypotheses 15. 

Si A est une C-precategorie librement ordonnee alors Cat c (A) est librement 
ordonnee. De plus pour tout couple ordonne d'objets de A adjacents (a, a'), 
le morphisme (carf^) (a,a!) : A\{a,a!) — ► Cat c (A)x(a,a r ) est une cofibration 
triviale de la categorie de modeles fermee C. 

Preuve : 

II est facile de voir que la construction Cat c laisse les objets invariants. Ainsi 
Cat c (A)o n'est autre que Aq ensemble fini totalement ordonne. 
Par construction, Raj c (A) est une somme amalgamee de A par un coproduit 
de cofibrations induisant l'identite sur les objets done le morphisme naturel 
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A — ► i?aj c (A) est une cofibration induisant l'identite sur les objets. Par cette 
remarque et par le lemme precedent, il vient que Cat c (A) est une colimite 
sequentielle transfinie de C-precategories librement ordonnees verifiant les hy- 
potheses du 3) du lemme 15.5.41 ce qui en fait une C-categorie librement or- 
donnee. 

On conclut simplement en remarquant que (can c A ) ^a, a') est une colimite 
sequentielle transfinie de cofibrations triviales, d'apres le lemme precedent, ce 
qui en fait une cofibration triviale par stabilite des cofibrations triviales par 
colimite sequentielle transfinie dans la categorie de modeles fermee C. 
CQFD. 

Nous avons done montre que la categorisation reduite preserve les C- 
precategories librement marquees mais aussi l'homotopie de leurs espaces de 
morphismes entre objets adjacents. C'est cette derniere propriete qui nous per- 
mettra de montrer qu'un morphisme de C-precategories librement ordonnees 
preservant l'ordre et induisant sur chaque espace de morphismes entre ob- 
jets adjacents une equivalence faible est lui-meme une equivalence faible de 
C-precategories. Afin de montrer cette proposition, donnons un lemme qui 
permet de simplifier la demonstration de celle-ci. 

Lemme 5.5.16 Supposons vraies les hupotheses \5 . 5 . 1 Si 
Soient A une C-precategorie librement ordonnee et {xq, . . . ,x m ) une suite or- 
donnee d'objets de A deux-d-deux adjacents. Alors les morphismes 
Cat c (A) m (x , ...,x m )-> Cat c (A)i(x , x m ), 

Cat c (A) m (x , . . . , x m ) -> Cat c (A)i(x , x x ) x . . . x Cat c {A) x {x m ^ x m ) et 
Ai(x , xi)x...x Ai(x m -i,x m ) -> Cat c (A)x(x , xx)x...x Cat c (A)i(x m -x, x m ) 
sont des equivalences faibles de C. 

Preuve : 

A etant une C-precategorie librement ordonnee, par le lemme precedent, on a 
que Cat c (A) est librement ordonnee. D'ou par le ii) des C-precategories libre- 
ment ordonnees, on a que Cat c (A) m (xo, ■ ■ ■ ,x m ) — > Cat c (A)i(xo, x m ) est une 
equivalence faible. Comme Cat c (A) est une C-categorie, Cat c (A) m (xo, ■ ■ ■ , x m ) 
C at c ( A) i(xo,xi) x ... x Cat c (A)i(x m -i, x m ) est une alliance d'objets regaux, 
done c'est une equivalence faible. Enfin comme les Xi sont deux-a-deux adja- 
cents, par le lemme precedent, on obtient que les morphismes Ai(xi,x i+ i) — > 
Cat c (A)i(xi, Xi+i) sont des equivalences faibles et done leur produit 
Ai(x ,^i) x . . . x Ai(x m _i,x m ) -> Cat c (A) 1 (x ,xi) x . . . xCat c ( A) i(x m _i, x m ) 
aussi. 
CQFD. 
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Proposition 5.5.17 Supposons vraies les hypotheses \5. 5.1 Si 
Si f : A — > B est un morphisme entre C-precategories librement ordonnees qui 
induit un isomorphisme sur les objets preservant I'ordre et tel que, pour tout 
couple ordonne d 'objets de A adjacents (a, a'), fi(a,a') : Ai(a,a') — > Bi(a,a') 
est une equivalence faible de C, alors f est une equivalence faible dans C — VC. 

Preuve : 

Pour montrer que / est une equivalence faible, d'apres le lemme 15.5.121 il 
suffit de montrer que Cat c (f) est une equivalence de C-categories. Comme la 
construction Cat c laisse invariant les objets et que / est un isomorphisme sur 
les objets alors Cat c (f) aussi, done Cat c (f) est essentiellement surjectif. 
Montrons maintenant que pour tout couple d'objets (a, a') de A, le morphisme 
Cat c (f)i(a, a') est une equivalence faible dans C. Pour cela nous allons raison- 
ner par disjonction des cas. 

Si a et a' sont egaux, alors, comme Cat c (A) et Cat c (B) sont librement or- 
donnees, car A et B le sont, il vient par le hi) des C-precategories librement 
ordonnees que Cat c (f)i(a,a') n'est autre que l'identite du point. 
Si a et a' sont distincts, comme A est totalement ordonne, on a soit a < a' 
soit a > a'. Dans ce deuxieme cas, comme Cat c (A) et Cat c (B) sont librement 
ordonnees, car A et B le sont, il vient par le i) des C-precategories librement 
ordonnees que Cat c (f)i(a,a') n'est autre que l'identite de l'ensemble vide. 

II ne reste done plus qu'a traiter le cas oil a < a'. Nous diviserons ce cas 
en deux sous-cas. Tout d'abord si a et a' sont adjacents, alors (can c A )i(a, a') et 
(can c B )i(a,a') sont des equivalences faibles par le lemme IB~.5. 151 et /i(a, a') est 
une equivalence faible par hypothese sur /. Comme on a l'egalite Cat c (f)i(a, a')° 
(can c A )i(a,a f ) = (can%)i(a, a')o/ 1 (a, a'), par "trois pour deux" dans la categorie 
de modeles fermee C, il vient que Cat c (f)i(a,a') est une equivalence faible. 

Terminons done par le cas a < a' avec a et a' non adjacents. Comme A Q est un 
ensemble hni et totalement ordonne, il existe une suite ordonnee (a , . . . , a m ) 
d'objets de A deux-a-deux adjacents telle que ao = a et a m = a'. En appliquant 
le lemme precedent, il vient que Cat c (A) m (xo, . . . ,x m ) — > Cat c (A)i(xo,x m ) 
est une equivalence faible, de meme pour B, et par "trois pour deux" dans 
la categorie de modeles fermee C, on obtient que Cat c (f)i(a, a') est une equi- 
valence faible si et seulement si Cat c (f) m (a , . . . , a m ) Test. De la meme maniere, 
lefait que Cat c (A) m (x , . . . ,x m ) -> Cat c (A)x(x ,Xi)x. . .xCat c (A) 1 (x m -i,x m ) 
et Ai(x ,xi)x. . .■xA 1 {x m -i,x m ) -> Cat c (A)x(x ,xi)x. . .xCat c (A) i(x m _i, x m ) 
soient des equivalences faibles, d'apres le lemme precedent, montre, par "trois 
pour deux" dans C, que Cat c (f) m (a , . . . ,a m ) est une equivalence faible si 
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et seulement si Yl Cat c (f)i(a,i, a i+ i) Test et que Yl Cat c (f)i(ai, a i+1 ) est une 
equivalence faible si et seulement si n/i( a «' a «+i) I'est. Done Cat c (f)i(a,a') 
est une equivalence faible si et seulement si Yl fi( a i, a i+i) l'est, par transi- 
tivite de l'equivalence logique. Or comme les a* sont deux-a-deux adjacents, 
par hypothese, les morphismes /i(aj, Oi+i) sont des equivalences faibles ainsi 
que leur produit, dans la categorie de modeles fermee C. 
CQFD. 

Cette proposition sera utile pour demontrer la proposition sur le produit 
des equivalences faibles dans C mais e'est egalement un critere tres simple pour 
demontrer que certains morphismes sont des equivalences faibles. Ce critere 
va nous permettre en particulier de montrer que les fleches generatrices sont 
des cofibrations triviales. 

Corollaire 5.5.18 Supposons vraies les hvpotheses \5 . 5 . 1 Si 

Les fleches generatrices de la famille TQ\ sont des cofibrations triviales de 
C-VC. 

Preuve 

Comme a chaque niveau les fleches generatrices sont des coproduits de fleches 
de T\ ou JF 2 et que ces dernieres sont des cofibrations par definition de la 
donnee de Segal facile, alors par stabilite des cofibrations par coproduit dans 
la categorie de modeles fermee C, il vient que les fleches generatrices sont des 
cofibrations niveau par niveau. 

Par le lemme 15.5.21 les fleches generatrices sont des morphismes de C-precate- 
gories librement ordonnees strictes qui induisent l'identite sur les objets. Done 
par la proposition precedente, il suflit de montrer que, pour toute fleche 
generatrice h et pour tout couple ordonne (x, y) d'objets adjacents de la source 
de h, hi(x,y) est une equivalence faible. 

Si h est du type A[m]G/, avec / dans alors hi(x,y) n'est autre que /, 
d'apres la demonstration du lemme 15.5.21 Or / est une cofibration triviale, 
done une equivalence faible. 

Si h est du type Boit m (g), avec g dans JF 2 , alors h%(x,y) n'est autre que l'i- 
dentite du but de g, d'apres la demonstration du lemme 15.5.21 Done e'est une 
equivalence faible. 
CQFD. 

Comme nous avons maintenant en main tous les outils necessaires pour 
montrer le resultat cherche sur le produit cartesien de C-categories, nous allons 
consacrer la prochaine partie a la demonstration de ce resultat. 



225 



5.5.4 Produit d' equivalence faibles des C-precategories 

Le but de cette section est d'etudier le produit cartesien des C-precate- 
gories et son comportement vis-a-vis de la categorisation. Avant d'enoncer le 
theoreme de cette section, interessons-nous au lemme technique suivant. 

Lemme 5.5.19 Soit (C, J-\, T2) une donnee de Segal facile telle que la categorie 
de modeles fermee sous-jacente C est une categorie de modeles fermee simpli- 
ciale engendree par monomorphismes. 

Soient A — > A' , B — > B' et C — > C des iso-cofibrations triviales. Supposons 
que le morphisme A' ]J A C — > C soit une cofibration. Alors leur somme amal- 
gamee B \J A C — > B' \J A , C est aussi une iso- cofibration triviale. 

Preuve : 

Par le lemme 15.4. 8[ le morphisme C — > A' ]J A C est une iso-cofibration triv- 
iale comme somme amalgamee le long de A — > C de l'iso-cofibration triv- 
iale A — > A'. Par propriete universelle de la somme amalgamee A' ]J A C, 
il existe un morphisme A' ]J A C — > C dont la precomposition par l'iso- 
cofibration triviale C — > A' ]J A C n'est autre que l'iso-cofibration triviale 
C — > C. Par l'axiome "trois pour deux" dans C — VC pour les isomorphismes 
sur les objets et pour les equivalences faibles, on obtient que A' \J A C —> C 
est une iso-equivalence faible. Or par hypothese, c'est aussi une cofibration. 
Done c'est une iso-cofibration triviale. En outre le morphisme B ]J A C — > 
B'Y\\ B (B\\\ A C) est une iso-cofibration triviale comme somme amalgamee le 
long de B — ► B \\\ A C de l'iso-cofibration triviale B — ► B', par lemme 15.4.81 
Or B' W B {B \\ A C) n'est autre que B']J A C. Done on a obtenu que le mor- 
phisme B \J A C — > B' JJ A C est une iso-cofibration triviale. Toujours par le 
lemme I5.4.8[ le morphisme B' \[ A C — > (B' ]J A C) \[ A , jj c C est une iso- 
cofibration triviale comme somme amalgamee le long de A' \\ A C ^ B' \\ A C 
de l'iso-cofibration triviale B]\ A C -f £'LL,C". Or (5'LLC) LL, n C C 
n'est autre que B' \\ A , C . Done le morphisme B' \\ A C —* 5' C" est 
une iso-cofibration triviale. Enfin on remarque que le morphisme universel 
B Ma C ^ B' \Ja> C est une iso-cofibration triviale comme composee des iso- 
cofibrations triviales B ]} A c B ' Ma C et B ' Ma C ~* B ' Ua> C '■ 
CQFD. 

Theoreme 5.5.20 SVnt {C,J-\,J-2) une donnee de Segal facile verifiant les 
proprietes suivantes : 

1) la categorie sous-jacente C est une categorie de modeles fermee simpliciale 
engendree par monomorphismes, 
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2) les cofibrations generatrices de la categorie de modeles fermee engendree 
de maniere cofibrante C ont leurs sources et buts a-petits, pour un cardinal 
regulier a plus grand qu' Ko, 

3) les cofibrations generatrices de C ont leurs buts connexes, 

4) les reunions de deux sous-objets sont exactement les sommes amalgamees 
de ces sous-objets au-dessus de leur intersection, 

5) pour tout monomorphisme j : A — > B deC, la classe contenant un representant 
de chaque classe d'isomorphismes d'objets C par lequel j se factorise dans la 
sous- categorie des monomorphismes est un ensemble, 

6) les colimites sequentielles transfinies de la sous- categorie des monomor- 
phismes de C existent et sont les colimites sequentielles transfinies de C, 

7) il n'existe aucun morphisme de but V ensemble vide qui ne soit pas un iso- 
morphisme. 

Soient A et B deux C-precategories. Alors le morphisme A x B — ► Cat(A) x 
Cat(B) est une iso-cofibration triviale. 

Afin de demontrer ce theoreme, nous allons tout d'abord faire les reductions 
suivantes. 

Lemme 5.5.21 Supposons vraies les hypotheses du theoreme \5.5.2(A 

Le theoreme \5.5.2(A equivaut au resultat suivant, qu'on notera (I) : 

pour toute C-precategorie B et pour toute fleche C —>■ D generatrice de C-cate- 

gories faciles, le morphisme C x B — > D x B est une iso-cofibration triviale. 

Preuve : 

Le resultat (I) est un corollaire evident du theoreme, done il suffit de montrer 
que le theoreme decoule du resultat (I) pour avoir l'equivalence cherchee. 
Supposons done le resultat (I) vrai. Soit A une C-precategorie, pour tout 
morphisme de la source C d'une fleche generatrice de C-categories faciles vers 
A, on obtient par lemme lo".4.8l que le morphisme A x B — ► ( A JJ C D) x B est une 
iso-cofibration triviale comme somme amalgamee le long deCxB—>AxBde 
l'iso-cofibration triviale C x B — ► D x B. Or le morphisme A x B — ► Cat(A) x 
B s'obtient comme une colimite sequentielle transfinie de tels morphismes 
et done, par lemme I5.4.1UI e'est une iso-cofibration triviale. De meme, on 
peut montrer que Cat(A) x B — » Cat(A) x Cat(B) est une iso-cofibration 
triviale. Ainsi par composition, A x B — » Cat(A) x Cat(B) est encore une 
iso-cofibration triviale, ce qui montre le theoreme. 
CQFD. 

Lemme 5.5.22 Supposons vraies les hypotheses du theoreme \5.5.2(A 

Le resultat (I) est equivalent au resultat (II) suivant : 
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pour tout objet X de C, pour tout entier n et pour toute fleche E —> F 
generatrice de C-categories faciles de type 2, le morphisme E x A[n]0J — > 
F x A[n]9X est une iso-cofibration triviale. 

Preuve 

II est facile de voir que le resultat (II) est un cas particulier du resultat (I). II 
suffit done de montrer que (II) implique (I). Tout d'abord, on peut remarquer 
que le resultat (I) est toujours vrai si la fleche generatrice C — > D est de type 
1. En effet, dans ce cas, cette fleche est de la forme A[m]@C" — > A[m]QD', 
avec C — > D' un element de J~i, done une cofibration triviale dans C. Done 
pour tout entier Tij Oil db C|VL6 Cn — ^ -Dn ^St une cofibration triviale dans 
C comme coproduit de cofibrations triviales dans la categorie de modeles 
fermee C. Par hypothese sur la categorie de modeles fermee C, il vient que 
(C x B) n —>■ (D x B) n est aussi une cofibration triviale comme produit des 
cofibrations triviales C n — > D n et Ids n - Comme en outre C — >• D est un 
iso morphisme sur les objets alors C x B — ► D x B aussi et, par la proposi- 
tion E^SJ il vient que e'est aussi une cofibration triviale. Comme le resultat 
(I) est toujours vrai pour les fleches generatrices de type 1, on doit done seule- 
ment montrer que (II) implique (I) pour les fleches generatrices de type 2. Par 
le corollaire 15.3.91 on a que les X- cofibrations sont exactement les cofibrations. 
Done les objets, etant tous cofibrants, sont des retracts d'un objet qui est 
une colimite sequentielle transfinie de sommes amalgamees d'elements de X 
a partir de l'objet initial. Si B est un retract de B', alors E x B — > F x B 
est un retract de E x B' —>■ F x B' de maniere evidente . Comme les equi- 
valences faibles de C — VC sont stables par retracts par lemme 15.1.41 il suffit 
de montrer (I) pour les objets B colimites sequentielles transfinies de sommes 
amalgamees d'elements de X. 

Montrons maintenant le resultat (*) suivant : soient E x A — > F x A, E x B ^ 
F x B et E x C — » F x C des iso-cofibrations triviales, alors leur somme 
amalgamee E x (B \J A C) — ► F x (B \J A C) aussi. Ce resultat decoule du 
lemme 15". 5. 191 si Ton montre que (F x AY[ Ex aE x C) — > F x C est une cofi- 
bration. Or on peut remarquer que le produit fibre de F x A et ExC au-dessus 
de F x C n'est autre que E x A. Done par hypothese sur C, on obtient que 
niveau par niveau le morphisme de la somme amalgamee dans F x C est une 
cofibration. Ce qui montre le resultat (*). 

Les C-precategories de la forme dA[n]<dX sont des sommes amalgamees de 
C-precategories de la forme A[m]9X. Done comme on suppose (II) vrai, on 
obtient par le resultat (*) que (I) est vraie pour les C-precategories de la forme 
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A[m]OX et dA[n]QX. En outre les sources et but des fleches de X sont des 
sommes amalgamees de C-precategories de la forme dA[n]QX et A[m]OX, 
done toujours par resultat (*), on obtient que (I) est vrai pour les sources 
et but des fleches de X. Done toujours par (*), on obtient que (I) est en- 
core vrai pour les sommes amalgamees de sources et buts de fleches de X. 
Par lemme I5.4.12| les colimites sequentielles transfinies d'iso-cofibrations triv- 
iales le long de cofibrations sont des iso-cofibrations triviales. Comme X est 
contenu dans les cofibrations, les morphismes obtenus comme sommes amal- 
gamees de E x B ou de F x B par les fleches de X sont des cofibrations, done 
par le lemme 15.4.121 (I) est vrai pour les colimites sequentielles transfinies de 
sommes amalgamees d'elements de X, done, comme on l'a vu ci-dessus, pour 
leurs retracts et finalement pour toute C-precategorie, car ce sont toutes des 
retracts de tels objets. 
CQFD. 

Lemme 5.5.23 Supposons vraies les hypotheses du theoreme \5.5.2(A 

Le resultat (II) est equivalent au resultat (III) suivant : 

pour tous objets X et Y de C et pour tout entier m et n, le morphisme 

(T(m)eX) x (A[n)QY) -> (A[m]QX) x (A[n)QY) est une iso-cofibration 

triviale. 

Preuve : 

Encore une fois (III) decoule clairement de (II). II suffit done de montrer 
que (III) implique (II). Supposons done (III) vrai. Soit E — > F une fleche 
generatrice de type 2, elle s'ecrit done (T(m)0F') ]J T ^ e£ ,,(A[m]0£") — ► 
A[m]QF f , avec E' — *> F' une cofibration de C. On va appliquer le lemme IH. 5. 191 
aux donnees suivantes : A = (T(m)0E / ) x (A[n]QY), A' = (A[m]0£") x 
(A[n]ey), B = B'= (A[m]0S') x (A[n]QY), C = (T(m)0F') x (A[n}QY), 
C = (A[m]0F') x (A[n]QY). On a bien par (III) que A -»• A' et C -»• C 
sont des iso-cofibrations triviales, de meme que B — ► B' qui n'est autre que 
l'identite. On peut facilement remarquer que A' x c ,C n'est autre que A, ce qui 
par hypothese sur C, nous donne que A' \J A C — > C est une cofibration. Done 
par lemme 15" 5. 191 on obtient que B \J A C — > B' \J A , C est une iso-cofibration 
triviale, i.e. que E x A[n]0y — >• F x A[n]0y en est une. 
CQFD. 

Apres toutes ces reductions, nous aboutissons au fait que pour demontrer 
le theoreme I5.5.2()| il faut et il suffit de montrer le resultat (III). C'est done 
ce que nous allons faire. 
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Preuve du theoreme \5.5.2(A 
Les lemmes precedents nous montrent que, pour demontrer le theoreme, il 
faut et il suffit de demontrer le resultat (III). Tout d'abord on remarque que 
T(m)BX — > A[m]9X est une cofibration et un isomorphisme sur les objets 
done son produit par l'identite de A[n]6F aussi. Montrons done que ce pro- 
duit est une equivalence faible. 

Posons A = (T(m)GJ) x (A[n]QY) et B = (A[m]QX) x (A[n]QY). Les 
ensembles d'objets de A et de B sont identiques et consistent en l'ensemble 
Ob des couples avec < i < m et < j < n. Soit S un sous-ensemble 
de Ob, on note A{S} et B{S} les sous-C-precategories pleines de A et de B 
ayant S pour ensemble d'objets. 

On considere divers sous-ensembles de Ob. Les rectangles R de taille ml x n' 
sont dermis comme l'ensemble des couples tel que < i < ml et 

< j < nl . Un rectangle de taille ml x nl sera dit rogne de m" si les couples 
tel que < % < m", avec m" < ml et j = n' n'y sont plus. Une queue est 
une suite de couples (i k ,jk)o<k<r telle que i k _ x <i k < ik+i et j k -i < Jk < jk+i- 
Enfin un rectangle a queue de taille ml x nl est la reunion d'un rectangle de 
taille ml x nl avec une queue de premier terme (m', n') et de dernier terme 
(m,n). De meme on peut definir un rectangle rogne a queue. 
Mettons sur Ob l'ordre lexicographique, ce qui fait de Ob un ensemble totale- 
ment ordonne. Montrons par recurrence sur (m', n') que pour tout rectangle 
R de taille ml x nl a queue, le morphisme A{R} — > B{R} est une equi- 
valence faible. 

Le rang initial (0,0) correspond aux queues allant de (0,0) a (m, n). Nous 
allons en fait montrer le resultat pour toutes les queues. Soit S une queue, mon- 
trons d'abord que A{S} et B{S} sont des C-precategories librement ordonnees 
strictes. Tout d'abord, d'apres le lemme IB". 5 .21 les C-precategories T(m)6X, 
A[m]QX et A[n]OF sont des C-precategories librement ordonnees strictes. 
II en est done de meme pour leurs produits A et B par le lemme 15.5.41 car 
on a munit Ob de l'ordre lexicographique. Comme A{S} et B{S} sont des 
sous-C-precategories pleines des C-precategories librement ordonnees strictes 
A et B et que S est muni de l'ordre induit par celui de Ob, alors ce sont aussi 
des C-precategories librement ordonnees strictes. On remarque en outre que 
pour x < y adjacents dans S, par definition de S, ceci signifie que si x = 
alors y vaut soit + 1) soit (i + soit (i + 1, j + 1). Dans le premier cas, 
A\(x, y) et Bi(x, y) valent tous les deux *xY, dans le deuxieme X x * et dans 
le troisieme IxF, car T(m)QX et A[m]9X ont les memes composantes sur 
les morphismes principaux. Ceci montre que, pour tout couple ordonne (x, y) 
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d'objets adjacents de S, on a que A{S}i(x, y) et B{S}i(x, y) sont egaux. On 
peut alors appliquer la proposition 15 . 5 . 1 71 au morphisme de C-precategories li- 
brement ordonnees strictes ^4{5*} — > B{S} qui est l'identite sur l'ensemble 
des objets S, ce qui entraine que A{S} — > B{S} est une equivalence faible et 
done montre le rang (0, 0) de la recurrence. 

Supposons montree l'hypothese de recurrence pour les rectangles a queue de 
taille m" x n", avec (m", n") inferieur a (m', n'). Remarquons tout d'abord que 
si (m',n f ) est de la forme (0, n') ou (m',0), les rectangles a queue correspon- 
dant sont des queues allant de (0, 0) a (m, n), et done l'liypothese de recurrence 
est vraie par le cas (0, 0). II faut done montrer l'hypothese de recurrence pour 
(m', n') avec m! > et n! > 0. Pour cela, nous allons nous servir des rectangles 
rognes. On remarque en effet que les rectangles a queue de taille m' x n' rognes 
de m! — 1 ne sont autres que les rectangles a queue de taille m' x {n 1 — 1) pour 
lesquels l'liypothese de recurrence est verifiee. On remarque en outre que les 
rectangles a queue de taille m! x n' rognes de ne sont autres que les rectangles 
a queue de taille m! x n' pour lesquels on veut montrer que l'hypothese de 
recurrence est verifiee. Pour cela, on va montrer par recurrence sur 1 < % < m' 
que l'hypothese est vraie pour les rectangles a queue rognes dem'-i de taille 
m' x n'. Le cran initial 1 a deja ete vu. Supposons l'hypothese vraie pour une 
rognure de m' — i et montrons-la pour une rognure de m! — (i + 1). Notons S 
un rectangle a queue rogne de w! — i — 1. Notons x l'extremite de la rognure, 
i.e. le point (W — i — l,n'). Notons d'abord S le sous-rectangle a queue de S 
de taille m' x n' rogne de m' — i. Notons S x le sous-rectangle a queue de S de 
taille (m' — i — 1) x {n' — 1) dont la queue passe par x et notons S x le sous- 
rectangle a queue de S de la meme taille mais dont la queue evite x en passant 
directement de {m' — i — 1, n' — 1) a (m' — i, n'). On a done que S n'est autre 
que la somme amalgamee de S avec S x au-dessus de S x . On en deduit que 
A{S} n'est autre que la somme amalgamee de A{S} avec A{S X } au-dessus 
de A{S X }, de meme pour B{S}. Par hypothese de recurrence, on a que les 
morphismes A{S X } -> B{S X }, A{S} B{S} et A{S X } -> B{S X } sont des 
iso-cofibrations triviales, en outre A{S} x B ^§y B{S X } n'est autre que A{S X }, 
ce qui par hypothese sur C, nous donne que A{S} U A ^ x y B {S X } — > B{S} est 
une cofibration. Done on peut appliquer le lemme 15.5.191 et on obtient que 
A{S} — > B{S} est une iso-cofibration triviale, ce qui montre l'hypothese pour 
les rognures de taille ml — % — 1. Par recurrence, on obtient l'hypothese vraie 
pour les rognures nulles done pour les rectangles a queue de taille m! x n', ce 
qui montre l'hypothese de recurrence au rang (m', n'). Et done par recurrence, 
on obtient que A{S} — > B{S} est une equivalence faible pour les rectangles a 
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queue de taille m x n, done pour S = Ob, ce qui signifie que A — > £> est une 
equivalence faible. Comme en outre on a vu que e'est aussi une iso-cofibration, 
on a montre que e'est une iso-cofibration triviale. 
CQFD. 

Le theoreme sur le produit des categorisations montre, nous pouvons main- 
tenant en deduire la stabilite des equivalences faibles de C-precategories par 
produit cartesien. 

Corollaire 5.5.24 Supposons vraies les hypotheses du theoreme \5.5.2(K 

Soient A — > A' et B — > B' des equivalences faibles alors leur produit Ax B — > 
A' x B' est aussi une equivalence faible. 

Preuve : 

Considerons le diagramme suivant : 

A x B ► A' x B' 



Cat(A) x Cat(B) — Cat(A') x Cat(B') 

Par le theoreme 15.5.201 les fleches verticales de ce diagramme sont des equi- 
valences faibles. Done par l'axiome "trois pour deux" dans C — VC, mon- 
trer que A x B — ► A' x B' est une equivalence faible equivaut a montrer 
que Cat(A) x Cat(B) — > Cat(A') x Cat(B'), qu'on notera /, est une equi- 
valence faible. 

Comme on Fa vu a la proposition 13.3.41 une C-categorie facile est un objet 
ayant une propriete de relevement a droite. Or par le lemme 12.1.31 les objets 
ayant une propriete de relevement a droite sont stables par produit cartesien. 
Done les produits Cat(A) x Cat(B) et Cat (A') x Cat(B') sont des C-cate- 
gories faciles. Ainsi / est une equivalence faible si et seulement si e'est une equi- 
valence de C-categories, par le lemme 14*. 6. 51 Or / est le produit des morphismes 
Cat(A) — > Cat(A') et Cat(B) — > Cat(B'), qu'on notera respectivement fi et 
f 2 . Par hypothese, fx et f 2 sont des equivalences de C-categories. Comme r est 
un foncteur preservant les produits, on a que t (/) = t (/i) x tq^). Or t (/i) 
et To (/2) sont des isomorphismes car fi et f 2 sont des equivalences de C-cate- 
gories, done To(/) est un isomorphisme, i.e. / est essentiellement surjective. 
De meme f(x,y) est le produit de fi(x,y) et de f 2 (x,y) qui sont des equi- 
valences faibles de C car fx et f 2 sont des equivalences de C-categories. Or par 
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hypothese sur C, le produit d'equivalences faibles est une equivalence faible, 
done f(x,y) est une equivalence faible, i.e. / est pleinement fidele. On a done 
montre que / est une equivalence de C-categories. 
CQFD. 

Ce resultat sur la stabilite des equivalences faibles par produit cartesien est 
le dernier ingredient dont on avait besoin pour pouvoir demontrer la stabilite 
des cofibrations triviales par somme amalgamee le long d'un morphisme et 
par colimite sequentielle transfmie, ce que nous allons faire dans la prochaine 
section. 
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5.6 Stabilite des cofibrations triviales 



Afin de montrer l'hypothese 3) du lemme de reconnaissance 15.0.41 de la 
structure de categorie de modeles fermee engendree de maniere cofibrante, 
nous devons montrer la stabilite des cofibrations triviales par somme amal- 
gamee le long d'un morphisme et par colimite sequentielle transfmie. Par fonc- 
torialite de Cat, cela revient a le montrer pour les cofibrations triviales de C- 
categories. Or nous avons deja un tel resultat pour les iso-cofibrations triviales. 
L'idee pour montrer que les sommes amalgamees le long d'un morphisme des 
cofibrations triviales sont des cofibrations triviales est de faire une recurrence 
transfmie sur la difference entre le nombre d'objets du but de la cofibration 
triviale et celui de sa source. Comme le resultat sur les iso-cofibrations triv- 
iales correspond au cas 0, cas de depart de la recurrence transfmie, nous allons 
tout d'abord chercher a montrer le pas de la recurrence qui fait passer d'un 
ordinal a son successeur. 

5.6.1 Stabilite par somme amalgamee de certaines cofi- 
brations triviales 

Nous allons done tenter de montrer que toute cofibration triviale, dont le 
but a un objet de plus que la source, est stable par somme amalgamee. Comme 
ce resultat va utiliser le theoreme 15.5.201 nous allons enoncer ses hypotheses. 

Hypotheses 5.6.1 Soit (C, JFl, JF 2 ) une donnee de Segal facile verifiant les 
proprietes suivantes : 

1) la categorie de modeles fermee sous-jacente C est une categorie de modeles 
fermee simpliciale engendree par monomorphismes, 

2) les cofibrations generatrices de la categorie de modeles fermee engendree 
de maniere cofibrante C ont leurs sources et buts a-petits, 

3) les cofibrations generatrices de C ont leurs buts connexes, 

4) les reunions de deux sous-objets sont exactement les sommes amalgamees 
de ces sous-objets au-dessus de leur intersection, 

5) pour tout monomorphisme j : A — > B de C , la classe contenant un representant 
de chaque classe d'isomorphismes d'objets C par lequel j se factorise dans la 
sous- categorie des monomorphismes est un ensemble, 

6) les colimites sequentielles transfinies de la sous- categorie des monomor- 
phismes de C existent et sont les colimites sequentielles transfinies de C, 

7) il n'existe aucun morphisme de but V ensemble vide qui ne soit pas un iso- 
morphisme. 
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Le fait qu'une cofibration triviale de C-categories ait son but possedant 
un objet de plus que sa source se produit en particulier si l'objet du but qui 
n'est pas dans l'image de la source est isomorphe a un objet dans l'image de la 
source. C'est en effet un cas particulier d'essentielle surjectivite. Un tel couple 
d'objet est represents par l'intervalle des ensembles simpliciaux. Nous allons 
done commencer par montrer que le morphisme naturel d'une C-categorie vers 
sa somme amalgamee par l'intervalle des ensembles simpliciaux est bien une 
cofibration triviale. 

Lemme 5.6.2 Supposons vraies les hvpotheses \5.6.1\ 

Soit I le groupoi'de constitue de deux objets notes et 1 et d'un isomorphisme 
entre eux note u. Pour toute C-categorie A et pour tout objet a de A, le 
morphisme A — > ^4]Jq/, induit par ['identification de a 6 A et de G I , est 
une cofibration triviale. 



Tout d'abord on remarque que l'objet a de A definit un unique morphisme de 
vers A, de meme l'objet de / definit un unique morphisme de vers /. 
Notons alors B la somme amalgamee de A avec / au-dessus de ces morphismes 
et notons i, respectivement j, le morphisme canonique de /, respectivement de 
A, vers B. Ensuite on remarque que A —>■ AY[ I est une cofibration comme 
somme amalgamee de la cofibration —>■ I le long du morphisme — > A. 

Posons h:lxl—*lxlle foncteur entre groupo'ides defini ainsi : h(0, 0) = 
(0,0), h(0,u) = (0,u), ^(O,^- 1 ) = (O,^- 1 ), h(0,l) = (0,1), h(u, 0) = (w,0), 
h(u,u) = (0,w), hiu.u- 1 ) = (u,^ 1 ), h(u,l) = (0,1), h( U -\0) = (u~\0), 
hlu-\u) = (W 1 , u), h(u~\ u~ l ) = (0, m" 1 ), h(u-\ 1) = (0, 1), h(l, 0) = (1, 0) 1 
h(l, u) = (it -1 , u), h(l, u^ 1 ) = {u, u~ l ), h(l, 1) = (0, 1). On remarque que Bxl 
n'est autre que la somme amalgamee de I x / et de A x I au-dessus de x I. 
Considerons le diagramme suivant : 



Preuve : 



a x Id 



Ax I 



Ox I 



Ox Id 



I x I 




Bxl 
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Le diagramme etant commutatif, par universalite de la somme amalgamee 
B x J, il existe un unique morphisme / : B x I —*■ B x I tel que /ij x j so it 
la composee (i x Id) o h et /u x j so it le morphisme j x Id En identifiant S 
avec B x 0, notons io, respectivement i\, les inclusions IdxO: B^BxIet 
Idxl: B^BxI. On calcule aisement que / o i n'est autre que io mais que 
f oil est le morphisme (j o r) x 1, ou r est la retraction de .B dans A definie 
ainsi. Considerons le diagramme suivant : 




B 



ou * est l'unique morphisme de / vers 0. Le diagramme etant commutatif, 
par universalite de la somme amalgamee B, il existe un unique morphisme 
r : B — > A tel que r o j = Ma et r o j = a o *. 

Posons maintenant g : B x I ^ B comme etant la composee de / avec la 
premiere projection. On obtient facilement que goio = Ids et que goi 1 = jor. 
Or les morphismes : — > J et 1:0— > I sont evidemment des equivalences de 
C-categories. Par le corollaire 15.5.241 il vient que io = Id x et i\ = Id x 1 
sont aussi des equivalences faibles. Comme on a l'egalite g o i = Ids, par 
l'axiome "trois pour deux" dans C — VC, le morphisme g est aussi une equi- 
valence faible. Toujours par cet axiome, on obtient que j o r = g o %x est 
une equivalence faible. Ainsi les morphismes j et r ont la propriete suivante : 
roj = Idetjor est une equivalence faible, done par le lemme 14.6.41 j et r 
sont des equivalences faibles. 
CQFD. 

Bien evidemment ce cas n'est pas le cas general pour l'essentielle surjec- 
tivite. Pour representer bien comme il faut l'essentielle surjectivite d'un mor- 
phisme de C-categories, il faudrait un intervalle, qu'on notera J, qui representat 
un couple d'objets equivalents dans une categorie. En supposant que Ton 
possede un tel intervalle J, montrons alors que le morphisme naturel d'une 
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C-categorie vers sa somme amalgamee avec cet intervalle J est une cofibration 
triviale. 

Lemme 5.6.3 Supposons vraies les hypotheses 1 5. 6. 1\ et supposons qu'il existe 
une C-categorie J munie de deux objets notes et 1 et ayant les proprietes 
suivantes : 

- pour toute C-categorie facile A et pour tout couple d 'objets equivalents a et 
b de A, il existe un morphisme de J vers A envoyant sur a et 1 sur b, 

- pour toute C-categorie A et pour tout morphisme de J vers A, les images de 
et 1 par ce morphisme sont des objets equivalents dans A, 

- notons L, la sous-C-categorie pleine de J d'objet 0, alors il existe un mor- 
phisme p : J — ► L envoyant et 1 surO qui est une equivalence de C-categories. 

Pour toute C-categorie A et pour tout morphisme de L vers A, le morphisme 
A —>■ A Y[i J est une cofibration triviale. 

Preuve : 

Tout d'abord on remarque que A — > A J est une cofibration comme somme 
amalgamee de la cofibration L C J le long de L — > A. 

Comme I est une C-categorie facile dans laquelle et 1 sont isomorphes, il 
existe un morphisme q : J — > I envoyant sur et 1 sur 1. II existe done 
un morphisme r : J — > L x J induit par p et q. Par corollaire I5.5.24[ le mor- 
phisme produit Id x : L x — > I x I est une equivalence faible. Par la 
suite, on confondra L x et L. Comme on a l'egalite pr\ o (Id x 0) = Id, par 
l'axiome "trois pour deux" dans C — VC, la premiere projection pr\ est une 
equivalence faible. En outre comme on a pr\ o r = p et que par hypothese p 
est une equivalence faible, par l'axiome "trois pour deux", il vient que r est 
une equivalence faible. En outre il est facile de voir que r est un isomorphisme 
sur les objets, done r est une iso-equivalence de C-categories. 
Posons B comme etant la somme amalgamee de A avec L x I au-dessus de 
L et C la somme amalgamee de A avec J au-dessus de L. On applique le 
lemme 15.5.191 aux iso-equivalences faibles Idi, Id a et r qui en verifient les 
hypotheses et on obtient que C — > B est une iso-equivalence faible. 
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Considerons maintenant le diagramme commutatif suivant : 











L 




(0 o *) x Id 



Lx I 



Par le lemme precedent, le morphisme L — > L ]J I est une equivalence faible 
et par le corollaire I5.5.24[ le morphisme Id x aussi. Par l'axiome "trois 
pour deux" pour C — VC, il vient que le morphisme L ]J I — > L x / est 
une equivalence faible. En outre, ce morphisme est aussi une iso-cofibration, 
done e'est une iso-cofibration triviale. Or sa somme amalgamee le long de 
^ llo I ~ ¥ A U / n'est autre que le morphisme A ]J 1 — > B qui, par le 
lemme 13.4.81 est aussi une iso-cofibration triviale. Or par le lemme precedent, 
le morphisme A — > AY[ I est une cofibration triviale, done par "trois pour 
deux" dans C — VC, la composee A — > B aussi. Enfin on remarque que A — > B 
est la composee de A — > C avec l'equivalence faible C — > B, ce qui par "trois 
pour deux" nous montre que A — > C est une equivalence faible. 



Puisque la somme amalgamee d'une C-categorie par l'intervalle J revient 
a rajouter un objet a la C-categorie qui soit equivalent a Fun de ses objets 
et qu'en outre cette operation est une cofibration triviale, il en decoule que 
prendre la somme amalgamee d'une C-categorie quelconque par une cofibration 
triviale de C-categories dont le but a un objet de plus que la source va encore 
donner une cofibration triviale. 

Lemme 5.6.4 Supposons vraies les hvpotheses \5.6.1\ et supposons qu'il existe 
une C-categorie J munie de deux objets notes et 1 et ayant les proprietes 
suivantes : 

- pour toute C-categorie facile A et pour tout couple d 'objets equivalents a et 
b de A, il existe un morphisme de J vers A envoyant sur a et 1 sur b, 

- pour toute C-categorie A et pour tout morphisme de J vers A, les images de 
et 1 par ce morphisme sont des objets equivalents dans A, 



CQFD. 
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- notons L, la sous-C-categorie pleine de J d'objet 0, alors il existe un mor- 
phisme p : J — > L envoyant et 1 sur esi nne equivalence de C-categories. 

Soit A B une cofibration triviale entre C-categories faciles telle que B 
ait exactement un objet de plus que A, alors pour toute C-categorie C et pour 
tout morphisme de A vers C, le morphisme C — > C ]J A B est une cofibration 
triviale. 

Preuve : 

Soit A' la sous-C-categorie pleine de B ayant pour objets les images de ceux 
de A par le morphisme A — > B. Ainsi on obtient que A — > A' est une iso- 
cofibration triviale. Par l'axiome "trois pour deux" dans C — VC, on obtient 
que A' C B est aussi une cofibration triviale avec B ayant un objet de plus 
que A'. Or C \J A B est aussi la somme amalgamee de C \J A A' et de B au- 
dessus de A'. Si on montre le lemme pour l'inclusion A' C 5, on obtient 
que C U A A' — > C \J A B est une equivalence faible. Or par le lemme 15.4.81 
C — > C U A A' est aussi une equivalence faible car A — >• A 1 est une iso- 
cofibration triviale. Et par "trois pour deux", leur composee C — > C\J A B 
est une equivalence faible, ce qu'il fallait demontrer. 

Montrons done le lemme pour l'inclusion A' C B. Soit A' — » D un mor- 
phisme quelconque. On remarque tout d'abord que D — » D JJ A , 5 est une 
cofibration comme somme amalgamee de la cofibration A' C B le long d'un 
morphisme. 

Notons b 1' objet de B \ A' Q . Comme A' C B est une equivalence de C-cate- 
gories, il existe un objet a de A' tel que a soit equivalent a b dans B. Done, 
comme B est une C-categorie facile, il existe un morphisme de J vers B en- 
voyant et 1 respectivement sur a et b. La sous-C-categorie pleine L de J 
s'envoie par ce morphisme dans A' car A' est pleine et contient a l'image de 0. 
Soit E la somme amalgamee A' JJ^ J. Par propriete universelle de E, il existe 
un morphisme de E vers S factorisant celui de J vers 5 car ce dernier envoie 
L dans A'. Or par le lemme precedent, A' — > i£ est une cofibration triviale 
et comme A' C -B est une equivalence faible, par "trois pour deux", E — » Z? 
aussi. En outre on peut remarquer que e'est un isomorphisme sur les objets. 
Comme I? est une C-categorie, l'iso-equivalence faible E —>■ B se factorise 
par Cat(E). Par la proposition 14.6.21 le morphisme canonique E — ► Cat(E) 
est une iso-cofibration triviale. Et done par "trois pour deux", Cat(E) — > 5 
est une iso-equivalence faible entre C-categories. Par la proposition l5.4.3l e'est 
niveau par niveau une equivalence faible. Soit m un entier. En appliquant dans 
la categorie de modeles fermee C propre a gauche le lemme du cube pour les 
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equivalence faibles a Idj^ , Id Dm et Cat(E) m — > B m , et les cofibrations A' m — > 
Cat(E) m et A' m -> 5^ on obtient que (-D JJ^, Cat(E)) rn -> (^IJi^)™ est 
une equivalence faible. Comme en outre Cat(E) — > i? est un isomorphisme 
sur les objets alors D Cat(E) — > £> 5 aussi et done e'est une iso-equi- 
valence faible, par la proposition 15 .4 . 5l Par le lemme precedent, le morphisme 
D — > D ]J £ J est une cofibration triviale, or D Jj £ J n'est autre que D \J A , E. 
En outre, le morphisme D Y[ A , E —>■ D \J_ A , Cat(E) est une iso-cofibration triv- 
iale, comme somme amalgamee le long d'un morphisme de l'iso-cofibration 
triviale E — ► Cat(E) par le lemme 15.4.81 Done par "trois pour deux", les 
composees successives D — > D Cat(E) puis D ^ D \J A , B sont des equi- 
valences faibles, ce qui montre le lemme pour l'inclusion A' C B. 
CQFD. 

Ce resultat montre done la stabilite par somme amalgamee le long d'un 
morphisme des cofibrations triviales dont le but a un objet de plus que la 
source, ce que l'on peut considerer comme le pas de la recurrence transfinie 
permettant de passer d'un ordinal a son successeur. Nous devons done main- 
tenant regarder ce qu'il se passe pour les ordinaux limites, ce qui va correspon- 
dre a montrer la stabilite par colimite sequentielle transfinie des cofibrations 
triviales. 

5.6.2 Stabilite des cofibrations triviales par colimite 
sequentielle transfinie 

L'argument clef pour montrer la stabilite par colimite sequentielle trans- 
finie des cofibrations triviales de C-categories est le fait que les colimites 
sequentielles transfinies de C-categories le long de cofibrations restent des C- 
categories. 

Lemme 5.6.5 Soit C une donnee de Segal telle que : 

- la categorie sous-jacente C est une categorie de modeles fermee simpliciale 
propre a gauche, 

- les colimites sequentielles transfinies d 'objets regaux le long de cofibrations 
sont des objets regaux, 

- les alliances d 'objets regaux sont exactement les equivalences faibles de la 
categorie de modeles fermee C entre objets regaux. 

Alors les colimites sequentielles transfinies de C-categories le long de cofi- 
brations niveau par niveau sont des C-categories. 



240 



Preuve : Soit (A a ) a< \ une A-sequence de C-categories telle que pour tout a le 
morphisme A a — > A a+1 soit une cofibration. Notons A x la colimite sequentielle 
transfinie des (A a ) a< \. On remarque tout d'abord que pour tout entier m, A^ 
est la colimite sequentielle transfinie des objets regaux A^ ou les morphismes 
A^ — > A^ 1 sont des cofibrations. Par hypothese sur C, ceci nous donne que, 
pour tout m, A^ est un objet regal. Par stabilite des objets regaux par produit 
fibre au-dessus des objets discrets, les A x x . . . x A x sont aussi des objets regaux, 
mais egalement les colimites des A\ x . . . x A". On obtient done le diagramme 
commutatif suivant : 



A\ x ... x A\ — A\ x ... x A\ - . . . - A\ x . . . x A\ 

ou les fleches horizontals sont des cofibrations et les fleches verticales sont les 
morphismes de Segal. Comme pour tout a < A, les A a sont des C-categories, 
les morphismes de Segal sont des alliances d'objets regaux, done des equi- 
valences faibles. Et comme C est une categorie de modeles fermee simpliciale 
propre a gauche, par la proposition 15.3.1^ la colimite du diagramme ci-dessus 
est aussi une equivalence faible. Done les morphismes de Segal de A x sont des 
equivalences faibles entre objets regaux, i.e des alliances d'objets regaux, et 
done A x est bien une C-categorie. 
CQFD. 

Cette propriete assez inattendue des C-categories va nous permettre de 
demontrer assez aisement la stabilite des cofibrations triviales par colimite 
sequentielle transfinie. 

Proposition 5.6.6 Soit (C,^-"i,jF 2 ) une donnee de Segal facile verifiant les 
proprietes suivantes : 

1) la categorie de modeles fermee sous-jacente C est une categorie de modeles 
fermee simpliciale engendree par monomorphismes, 

2) les colimites sequentielles transfinies d'objets regaux le long de cofibrations 
sont des objets regaux. 

Les cofibrations triviales sont stables par colimite sequentielle transfinie. 

Preuve : Soit (A a ) Q< \ une A-sequence telle que pour tout a le morphisme 
A a — > A a+1 soit une cofibration triviale. Notons A x la colimite sequentielle 
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transfinie des (A a ) a<x . On remarque tout d'abord que A — > A x est une cofi- 
bration comme colimite sequentielle transfinie de cofibrations. Par le lemme 
pratique 15.4.91 pour montrer que A — > A x est une equivalence faible, il 
faut et il suffit de montrer que Cat(A°) — > colim a< \ Cat(A a ) est une equi- 
valence faible. D'apres le lemme 13.4. 7[ les morphismes Cat(A a ) — > Cat(A a+1 ) 
sont des cofibrations. On peut done appliquer le lemme precedent aux Cat(A a ), 
ce qui nous donne que colim a< \ Cat(A a ) est une C-categorie. Notons cette C- 
categorie B. Ainsi on doit montrer que Cat(A°) — > B est une equivalence faible 
entre C-categories, i.e. est une equivalence de C-categories. 

Comme T (Cat(A°) -> B) est la colimite des r (Cat(A a ) -> Cat(A a+1 )) qui 
sont des bijections, car les Cat(A a ) — > Cat(A a+1 ) sont des equivalences de C- 
categories, et que les bijections sont stables par colimite sequentielle transfinie, 
il vient que To(Cat(A°) — > B) est une bijection et done que Cat(A°) — > B est 
essentiellement surjective. 

Soit (x, y) un couple d'objets de Cat(A°). Comme les morphismes Cat(A a ) — > 
Cat(A a+1 ) sont des injections sur les objets, car ce sont des cofibrations, on 
notera encore (x,y) l'image du couple (x,y) dans les Cat(A a ). Or le mor- 
phisme Cat(A°)i(x, y) Bi(x,y) n'est autre que la colimite sequentielle 
transfinie des Cat(A a )i(x, y) — * Cat(A a+1 )(x, y) qui sont des cofibrations 
triviales car les Cat(A a ) — > Cat(A a+1 ) sont des cofibrations et des equi- 
valences de C-categories. Comme C est une categorie de modeles fermee, les 
cofibrations triviales sont stables par colimite sequentielle transfinie et done 
Cat(A°)i(x, y) — * Bi(x,y) est une cofibration triviale, ce qui montre que 
Cat(A°) — > B est pleinement fidele. 
CQFD. 

Maintenant que nous avons montre le pas de la recurrence transfinie pour 
passer d'un ordinal a son successeur et aussi celui pour les ordinaux limites, il 
ne nous reste plus qu'a conclure la recurrence transfinie, autrement dit a prou- 
ver la stabilite par somme amalgamee le long d'un morphisme des cofibrations 
triviales. 

5.6.3 Stabilite des cofibrations triviales par somme amal- 
gamee 

Comme de coutume, nous allons tout d'abord montrer la stabilite par 
somme amalgamee pour les cofibrations triviales de C-categories de laquelle 
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va decouler celle pour les C-precategories. Comme elle provient des deux pas de 
recurrence deja montres, nous allons recueillir les hypotheses faisant marcher 
ces deux pas. 

Hypotheses 5.6.7 Soit (C^i,^) une donnee de Segal facile verifiant les 
proprietes suivantes : 

1) la categorie de modeles fermee sous-jacente C est une categorie de modeles 
fermee simpliciale engendree par monomorphismes, 

2) les cofibrations generatrices de la categorie de modeles fermee engendree 
de maniere cofibrante C ont leurs sources et buts a-petits, 

3) les cofibrations generatrices de C ont leurs buts connexes, 

4) les reunions de deux sous-objets sont exactement les sommes amalgamees 
de ces sous-objets au-dessus de leur intersection, 

5) pour tout monomorphisme j : A — > B de C , la classe contenant un representant 
de chaque classe d'isomorphismes d'objets C par lequel j se factorise dans la 
sous-categorie des monomorphismes est un ensemble, 

6) les colimites sequentielles transfinies de la sous-categorie des monomor- 
phismes de C existent et sont les colimites sequentielles transfinies de C, 

7) il n'existe aucun morphisme de but V ensemble vide qui ne soit pas un iso- 
morphisme, 

8) les colimites sequentielles transfinies d'objets regaux le long de cofibrations 
sont des objets regaux, 

9) il existe une C-categorie J munie de deux objets notes et 1 et ay ant les 
proprietes suivantes : 

- pour toute C-categorie facile A et pour tout couple d'objets equivalents a et 
b de A, il existe un morphisme de J vers A envoyant sur a et 1 sur b, 

- pour toute C-categorie A et pour tout morphisme de J vers A, les images de 
et 1 par ce morphisme sont des objets equivalents dans A, 

- notons L, la sous-C- categorie pleine de J d'objet 0, alors il existe un mor- 
phisme p : J — ► L envoyant et 1 sur qui soit une equivalence de C-cate- 
gories. 

Lemme 5.6.8 Supposons vraies les hypotheses \5.6. r \ 

Les cofibrations triviales entre C-categories faciles sont stables par somme 
amalgamee le long d'un morphisme de C-categories quelconque. 

Preuve : 

Soit A un cardinal transfini. Soit A — ► B une cofibration triviale de C-cate- 
gories faciles telle que le cardinal de 1'ensemble B \ A est inferieur a A et soit 
A — » C un morphisme de C-categories quelconque. Montrons par recurrence 
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transfinie sur (3 < \ que C —* C \J A B est une cofibration triviale. Le cas 
(3 = est celui des iso-cofibrations triviales, cas traite par le lemme 15.4.81 
Supposons la propriete vraie au rang (3 et montrons-la pour (3+1. Soit B' Q 
un sous-ensemble de B contenant A et ayant un objet de moins que B et 
soit B' la sous-C-categorie pleine de B d'objets B' Q , en tant que sous-categorie 
pleine d'une C-categorie facile c'est encore une C-categorie facile. Ainsi le mor- 
phisme A —>■ B' est une cofibration triviale de C-categories faciles telle que 
Card(B' Q \ A ) — (3 et done par hypothese de recurrence, C — > C]J A B' est 
une cofibration triviale. En outre B' C B est une cofibration triviale de C- 
categories faciles telle que Card(B \ B' ) = 1, done par le lemme 15". 6 .41 pour 
tout morphisme de C-categories B' — > D, le morphisme D — > D B est 
une cofibration triviale. C'est vrai en particulier pour D = C]J A i? / , ce qui 
donne que C \\ A B' — > C ]J A B est une cofibration triviale. Et par l'axiome 
"trois pour deux" dans C — VC, la composee C — > C \J A B est une cofibration 
triviale, ce qui montre la propriete au rang (3+1. 

Supposons la propriete vraie pour tous 7 < (3, avec (3 ordinal limite, et 
montrons-la pour (3. On peut construire par recurrence transfinie une suite 
croissante de sous-ensembles (-Bo)t</3 ^ ene <l ue ^0 n ' es t autre que A Q , que 
Bq +1 = Bq U *> Q ue Bq = |J<5< 7 ^0 P our 7 ordinal limite et que Bq soit B . 
Ceci donne lieu a une suite croissante (S 7 ) 7 < / j de sous-C-categories pleines de 
B, done de C-categories faciles. On a pour tout 7 < (3 que B~< — > 5 7+1 est 
une cofibration triviale de C-categories faciles telle que Card(BQ +1 \ Bq) = 1, 
done par le lemme ETOl il vient que C ]Ja 57 ^ (C IJa 1Jb7 57+1 = 
C ]J A i? 7+1 est une cofibration triviale. On obtient ainsi que C ]J A B° — > 
C ]J A B est la colimite sequentielle transfinie des cofibrations triviales 
C U A B"< — > C ]J A £> 7+1 , ce qui, par la proposition 15.6.61 est bien une cofibra- 
tion triviale. Comme par propriete au rang 0, le morphisme C — > C ]J A -B est 
une cofibration triviale car A — > B° est une iso-cofibration triviale de C-cate- 
gories, la composee C — > C \{ A B est une cofibration triviale par "trois pour 
deux" , ce qui montre la propriete au rang (3. 
CQFD. 

Maintenant que la stabilite par somme amalgamee le long d'un morphisme 
des cofibrations triviales est prouvee pour les C-categories, ce n'est plus qu'un 
jeu d'enfant de l'avoir pour les C-precategories. 

Proposition 5.6.9 Supposons vraies les hypotheses \5.6. r \ 

Les cofibrations triviales sont stables par somme amalgamee le long d'un mor- 
phisme quelconque. 
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Preuve : 

Soient A — ► B une cofibration triviale et A —>■ C un morphisme quelconque. 
Tout d'abord on remarque que C — > C ]J A -B est une cofibration comme 
somme amalgamee de la cofibration A — > B le long d'un morphisme. II ne 
reste done plus qu'a montrer que e'est une equivalence faible. Or par le lemme 
pratique I5.4.fi| il vient que pour montrer que C — ► C \J A B est une equi- 
valence faible, il faut et il suffit de montrer que Cat(C) — > Cat{C) Ucat(A) Cat(B) 
est une equivalence faible. Comme par hypothese, A —>■ B est une cofibration, 
alors par le lemme 15.4.71 Cat(A) — * Cat(B) est une cofibration de C-cate- 
gories faciles, qui en outre est triviale car A — > 5 est une equivalence faible. 
Par le lemme precedent, on obtient que Cat{C) — > Cat{C) ]\cat(A) Cat(B) est 
une equivalence faible. 
CQFD. 

Si Ton tire le bilan de cette section, nous avons prouve que les cofibrations 
triviales sont stables par somme amalgamee le long d'un morphisme et par 
colimite sequentielle transfinie. Par ailleurs, nous avions au prealable mon- 
trer que les cofibrations et les equivalences faibles sont stables par retracts. 
Ceci nous donne que les retracts de colimites sequentielles transfinies de cofi- 
brations triviales sont des cofibrations triviales. C'est done en particulier le 
cas pour les fleches de if, ce qui montre que les j7"-cofibrations sont des cofi- 
brations triviales. Or ce resultat n'est autre que Fhypothese 3) du lemme de 
reconnaissance IBTPl de la structure de categorie de modeles fermee engendree 
de maniere cofibrante. 

Corollaire 5.6.10 Supposons vraies les hypotheses \5. 6. 7| 

Les J -cofibrations sont a la fois des X -cofibrations et des equivalences faibles. 

Preuve : 

Par definition, J est contenu dans l'intersection de la classe des X-cofibrations 
et de celle des equivalences faibles. Or cette intersection de classes est stable 
par retracts, par somme amalgamee le long d'un morphisme d'apres la propo- 
sition precedente, et par colimite sequentielle transfinie d'apres la proposi- 
tion EjSIl Comme la classe des ^7-cofibrations est constitute des retracts de 
colimites sequentielles transfinies de sommes amalgamees d'elements de 3 , car 
J permet l'argument du petit objet, on obtient finalement que la classe des 
t 7-cofibrations est incluse dans l'intersection de celle des X-cofibrations avec 
celle des equivalences faibles. 
CQFD. 
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Cinq sur les six hypotheses du lemme I5.U.4I ont ete montrees. II ne reste 
plus qu'a montrer la derniere, ce qui est l'objet de la section suivante. 
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5.7 J engendre les cofibrations triviales 



La derniere hypothese du lemme 15.0.41 de reconnaissance de la structure 
de categorie de modeles fermee engendree de maniere cofibrante, propose un 
choix. Soit on caracterise les morphismes X-injectifs, soit Ton montre que J 
engendre les cofibrations triviales. C'est cette deuxieme possibilite que nous 
avons choisie. Comme nous avons montre dans la section precedente que les J- 
cofibrations sont des cofibrations triviales, nous devons done montrer l'autre 
sens. Ceci equivaut a montrer que les cofibrations triviales ont la propriete de 
relevement a gauche par rapport aux morphismes ,7-injectifs. Pour cela nous 
allons utiliser le meme type de demonstration que lorsqu'on a montre que X 
engendre les monomorphismes. Le seul probleme qui va se poser dans cette 
methode est de montrer les hypotheses du lemme technique 15.3.61 Mais tout 
d'abord commengons par donner quelques proprietes sur la categorisation Cat 
qui seront utiles pour la resolution de ce probleme. 

5.7.1 Lemmes techniques sur Cat 

Le premier resultat concerne la preservation par la categorisation Cat de 
l'intersection des sous-objets. 

Lemme 5.7.1 Soit (C, J-\, T^) une donnee de Segal facile telle que les reunions 
de deux sous-objets sont exactement les sommes amalgamees de ces sous-objets 
au-dessus de leur intersection. 

Soient A et B deux sous-C-precategories d'une C-precategorie C . Alors on a : 
Cat(A HB) = Cat(A) n Cat(B) 

Preuve : 

Tout d'abord remarquons que Cat n'est autre que la construction com- 
posee des plans simples e<j, i, avec pour ensemble $ la famille TQ\ des fleches 
generatrices de C-categories faciles. D 'autre part, comme on a suppose la 
donnee de Segal facile, le lemme l3~4.6l nous assure que les ^-"^i-cofibrations sont 
des monomorphismes. Enfin avec l'hypothese sur les reunions de sous-objets, 
toutes les hypotheses du lemme 12.12.21 sont verifiees, ce qui nous donne le 
resultat voulu. 
CQFD. 

Le second resultat montre que la categorisation Cat preserve la petitesse. 
Plus precisement, si Ton se donne un cardinal a, il existe un cardinal a' plus 
grand qu'a tel que la categorisation par Cat de toute C-precategorie a-petite 
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est a'-petite. il est important de remarquer que le cardinal a' ne depend que 
d'a et non pas de la C-precategorie a-petite que Ton veut categoriser. 

Lemme 5.7.2 Soit (C,JF 1; JF 2 ) une donnee de Segal pre- facile. 
Soit a' un cardinal regulier strictement superieur a 2 a , ou I 'on note a un 
cardinal regulier strictement plus grand que celui pour lequel les families T\ et 
T2 sont petites. Alors il existe un cardinal regulier a" strictement superieur a 
a' tel que, pour toute C-precategorie a'-petite A, Cat(A) est a" -petite. 

Preuve : 

Comme dans la demonstration precedente, on rappelle que Cat n'est autre 
que le plan E$, avec pour $ la famille TQ\ des fleches generatrices de C-cate- 
gories faciles. Notons (3 le plus petit cardinal regulier pour lequel les families 
T\ et JF 2 sont /3-petites. Par le lemme 13.4.51 il vient que la famille TQ\ des 
fleches generatrices de C-categories faciles est encore /3-petite. Alors le plan E§ 
compose des plans simples e^i est de longueur le plus petit cardinal regulier 
superieur a (3. Or par hypothese celui-ci est inferieur ou egal a a. Ainsi on a 
que a', etant par hypothese strictement superieur a 2 a , est bien strictement 
superieur a deux puissance la longueur de Cat et aussi strictement superieur a 
deux puissance le cardinal regulier pour lequel TQ\ est petit. Les hypotheses 
du lemme 12.12.31 etant verifiees, on peut appliquer ce lemme qui nous donne 
le result at desire. 
CQFD. 

Le troisieme resultat que nous allons donner concerne encore la petitesse 
mais cette fois il s'agit d'un resultat plus subtil. En effet on se donne une 
C-precategorie A quelconque et Ton cherche a montrer qui si Ton connait une 
sous-C-precategorie petite, notons-la C, de la categorisee Cat(A), alors il existe 
une sous-C-precategorie petite B de A dont la categorisee Cat(B) contient C. 

Lemme 5.7.3 Soit (C,JF 1; JF 2 ) une donnee de Segal facile dont la categorie 
sous-jacente est une categorie de modeles fermee engendree par monomor- 
phismes. 

Soit a' un cardinal regulier strictement superieur a 2 a , ou Von note a le plus 
petit cardinal regulier strictement plus grand que celui pour lequel les families 
T\ et Ti sont petites. 

Pour tout C-precategorie t et pour tout p sous-C-precategorie a'-petite de 
Cat(t), il existe une sous-C-precategorie a'-petite p' de t telle qu'on ait : 
p C Cat(p') C Cat(t). 

Preuve : 

Par construction, Cat(t) est la colimite sequentielle transfinie d'une a-sequence 
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de C-precategories partiellement marquees notee (t@,Hp)p<a telle que 

(t@ +1 , Hp+i) = e$ i i(t /3 , fip), ou Ton note $ la famille TQ\ des fleches generatrices 

de C-categories faciles. Montrons par recurrence transfmie sur (3 < a que, pour 

tout (3 < a, pour toute sous-C-precategorie partiellement marquee a'-petite 

{p, v) de {^P ,\ip), il existe p' C t a'-petit tel que (p, v) C Cat\p{p') C 

ou Catyp est une notation pour la construction Cat stoppee a l'etape (3. Si 

(3 = 0, comme t° n'est autre que t, pour p' il suffit de prendre p. 

Supposons le resultat vrai au rang (3 < a, montrons-le pour le rang (3 + 1. 
Soit done {p, v) C (t@ +1 , Hp+i) a'-petit. On remarque que (t^ 1 , fip+i) = 
e $,i(^> Hp)- Or par construction, e$ i i(t /3 , \ip) est une somme amalgamee mul- 
tiple de t 13 par les diagrammes de fleches generatrices de C-categories faciles 
a valeurs dans t@ non contenus dans Hp- P etant une sous-C-precategorie a'- 
petite de e$ i i(t /3 , Hp), p ne peut rencontrer qu'un cardinal 7 < a' de buts de 
fleches generatrices. Notons p" la reunion dans t@ de t 13 H p et des images dans 
t@ des sources des fleches generatrices dont le but est rencontre par p. Par 
le lemme I3.4.5( comme les sources et buts des fleches de T\ et JF 2 sont pe- 
tites pour un cardinal regulier strictement inferieur a a alors ceux des fleches 
generatrices aussi. On obtient done bien une sous-C-precategorie de t 13 qui est 
bien a'-petite comme reunion sur 7 + I < a' de sous-C-precategories a'-petites. 
Prenons pour marquage de p" la restriction de celui de t 13 . Par la demonstration 
du lemme F)A.7\ e$^{p",H") est bien une sous-C-precategorie de e$ i i(t /3 , Hp)- 
En outre, elle contient t^flp ainsi que les buts de toutes les fleches generatrices 
dont la source s'envoie dans p" , ce qui nous redonne bien tous les buts que ren- 
contrent p. Done e<t> t i(p", h") contient bien p. Quant a son marquage, il s'agit de 
la restriction de celui de e^^it 13 , Hp) a e^iQo", /i") qui contient la restriction du 
marquage de e$ i i(t /3 , Hp) ap, lui-meme plus gros que v. On a done montre qu'il 
existe C {$,Hp) a'-petit tel que (p, v) C e$ t i(p",H") c (^ +1 > Vp+i)- 

En appliquant l'hypothese de recurrence a ip" , h") C (t^,Hp), il vient qu'il 
existe p' C t a'-petit tel que C Cat\p(p') C (tP,Hp)- En appliquant 

la construction e$ t x a ce resultat et en utilisant la preservation des cofibra- 
tions par categorisation du lemme 15". 4 .71 il vient e^iQo" , /i") C Cat\p + i{p') C 
{t^ 1 , Hp+i)- Or on a vu plus haut que (p,u) C e$ t i(p", //'). D'ou il vient que 
(j), v) C e$ t \{p",H") c Cat\p + i{p') C ^+1), ce qui montre l'hypothese 

au rang (3+1. 

Supposons le resultat vrai pour tout 7 < (3, avec (3 < a ordinal limite, et mon- 
trons le pour le rang (3. Soit done (p, v) C (t@,Hp) a'-petit. Comme it 13 , Hp) 
est la colimite sequentielle transfmie des (t 7 ,/i 7 ), on obtient que (p, v) est la 
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colimite sequentielle transfinie des (p fl t 7 , v n /i 7 ). En appliquant l'hypothese 
de recurrence a chaque (p fl t 7 , v fl /i 7 ) a'-petits car p Test, on obtient une 
/3-sequence de p 7 C £ a'-petits tels que (p fl t 7 , z/ fl /i 7 ) C Cat| 7 (p 7 ) C (t 7 , /i 7 ). 
Posons p' la colimite sequentielle transfinie des p 7 . Comme chaque p 7 est inclus 
dans t, alors leur colimite p' aussi. En outre p' est a'-petit comme colimite in- 
dexee par (3 < a < a 1 de C-precategories a'-petites. Comme la categorisation 
preserve les cofibrations, par le lemme IB". 4 .7| pour tout 7 < (3, on obtient que 
Cat| 7 (p 7 ) C Cat^(p') C (t 7 ,/i 7 ). Done on en deduit que pour tout 7 < @, 
{p n tV H /U 7 ) C Catnip') C (t 7 ,/i 7 ). En outre A — > e$ 5 i(A) est une cofl- 
bration comme somme amalgamee de cofibrations (les fleches generatrices) le 
long d'un morphisme par la demonstration du lemme 15.4.71 done pour tout 
7 < P, on a que Cat\ 1 (p') C Cat^^p'). Ainsi pour tout 7 < (3, on a que 
(p n t 7 , i> fl /i 7 ) C Cat\p{p') C (tP,fjLp), d'ou, comme (p, z/) est la colimite des 
(p fl t 7 , 1/ fl // 7 ), il vient que (p,v) C Cat\p(p') C (tP,p,p). Ceci montre l'hy- 
pothese de recurrence au rang (3. 

Par recurrence transfinie, on a done montre que l'hypothese de recurrence est 
vraie pour tout (3 < a. En particulier, elle est vraie au rang a, ce qui donne 
le resultat suivant : pour toute sous-C-precategorie partiellement marquee a'- 
petite (p, v) de Cat(t), il existe p' C t a'-petit tel que (p, v) C Cat{p') C 
Cat(t). Pour avoir le resultat du lemme, il suffit de remarquer que toute sous- 
C-precategorie p de Cat(t) est naturellement une sous-C-precategorie partielle- 
ment marquee de Cat(t) avec pour marquage la restriction a p de celui de 
Cat{t). 
CQFD. 

Ce dernier resultat est tres important car il assure que si l'on a des infor- 
mations sur la categorisee d'une C-precategorie qui sont contenues dans une 
sous-C-precategorie petite de cette categorisee, alors nous sommes capable 
d'extraire de la C-precategorie de depart une sous-C-precategorie petite dont 
la categorisee contienne elle-aussi ces informations. Ceci est en particulier tres 
utile si l'on veut montrer qu'un morphisme de C-precategories est une cofi- 
bration triviale, car il faut en fait montrer que le categorisee du morphisme 
est une equivalence de C-categories. Or le resultat que l'on vient de montrer 
nous permettra de travailler directement sur la cofibration triviale et non sur 
sa categorisee. 

Un corollaire immediat de ce resultat est que si deux objets d'une C-pre- 
categorie sont des objets equivalents dans la categorisee, il existe une sous-C- 



250 



precategorie petite de la C-precategorie de depart dont la categorisee assure 
l'equivalence des deux objets. Pour cela, nous allons supposer de nouveau 
l'existence de l'intervalle J representant l'equivalence d'objets d'une C-cate- 
gorie, mais nous lui demanderons aussi une propriete de petitesse afin de 
pouvoir lui appliquer le resultat que Ton vient de montrer. 

Corollaire 5.7.4 Soit (C, T\, T<i) une donnee de Segal facile dont la categorie 
sous-jacente est une categorie de modeles fermee engendree par monomor- 
phismes verifiant les proprietes suivantes : 

1) il existe dans C — VC une C-categorie J munie de deux objets notes et 1 
et ayant les proprietes suivantes : 

a) pour toute C-categorie facile A et pour tout couple d'objets equivalents a et 
b de A, il existe un morphisme de J vers A envoyant sur a et 1 sur b, 

b) pour toute C-categorie A et pour tout morphisme de J vers A, les images 
de et 1 par ce morphisme sont des objets equivalents dans A, 

c) notons L, la sous-C- categorie pleine de J d'objet 0, alors il existe un mor- 
phisme p : J — > L envoyant et 1 sur qui soit une equivalence de C-cate- 
gories, 

2) il existe dans C — VC une C-precategorie J pre a-petite dont la categorisation 
est J et verifiant egalement la propriete a) de J, ou Von note a le plus petit 
cardinal regulier strictement plus grand que celui pour lequel les families T\ 
et Ti sont petites. 

Soit a' un cardinal regulier strictement superieur a 2 a . 

Soit A une C-precategorie et soient (x,y) un couple d'objets equivalents de 
Cat(A). Alors il existe une sous-C-precategorie a' -petite A' de A telle que 
(x,y) soient equivalents dans la sous-C -categorie Cat(A') de Cat(A). 

Preuve : 

Comme x et y sont equivalents dans Cat(A), par propriete de J pre , il ex- 
iste un morphisme de J pre dans Cat(A) envoyant et 1 sur x et y. Comme 
par hypothese, J pre est a-petit, done son image J dans Cat(A) aussi et on 
peut lui appliquer le lemme precedent, ce qui nous donne qu'il existe une 
sous-C-precategorie A' de A qui d'une part est a'-petite et d'autre part verifie 
J C Cat(A') C Cat(A). Ainsi le morphisme de J pre dans Cat(A) se fac- 
torise par Cat(A'). Par propriete de Cat, on obtient done un morphisme de J, 
categorisation de J pre , dans Cat(A') envoyant et 1 sur x et y, ce qui signifie 
que x et y sont equivalents dans Cat(A'). 
CQFD. 
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Apres tous ces lemmes techniques sur la categorisation Cat, nous pouvons 
maintenant nous attaquer a la verification des hypotheses du lemme tech- 
nique 15.3.61 concernant les engendrements. 

5.7.2 Sous-cofibrations triviales a sources et buts ol- 
petits 

Le principal probleme qui survient lorsque l'on veut montrer les hypotheses 
du lemme 15 .3 .til pour J est justement de pouvoir extraire d'une cofibration 
triviale quelconque une sous-cofibration triviale qui est dans c'est-a-dire 
une sous-cofibration triviale petite. L'idee pour faire cela est de prendre une 
sous-C-precategorie petite du but et de montrer que la restriction de la cofi- 
bration triviale a cette sous-C-precategorie petite est encore une cofibration 
triviale. Malheureusement ce n'est pas aussi simple car la restriction d'une cofi- 
bration triviale n'est en general pas une cofibration triviale. II va done falloir 
forcer cette propriete, ce que nous allons faire en deux temps. Tout d'abord, 
nous allons forcer l'essentielle surjectivite par l'intermediaire d'une operation 
a(.) qui conserve la petitesse et qui est essentiellement basee sur l'application 
du corollaire que l'on vient de montrer au sujet d'objets equivalents dans une 
C-precategorie. 

Lemme 5.7.5 Soit {C,T\,T-i) une donnee de Segal facile dont la categorie 
sous-jacente est une categorie de modeles fermee engendree par monomor- 
phismes verifiant les proprietes suivantes : 

1) il existe dans C — VC une C-categorie J munie de deux objets notes et 1 
et ayant les proprietes suivantes : 

a) pour toute C-categorie facile A et pour tout couple d'objets equivalents a et 
b de A, il existe un morphisme de J vers A envoyant sur a et 1 sur b, 

b) pour toute C-categorie A et pour tout morphisme de J vers A, les images 
de et 1 par ce morphisme sont des objets equivalents dans A, 

c) notons L, la sous-C- categorie pleine de J d'objet 0, alors il existe un mor- 
phisme p : J — > L envoyant et 1 sur qui soit une equivalence de C-cate- 
gories, 

2) il existe dans C — VC une C-precategorie J pre a-petite dont la categorisation 
est J et verifiant egalement la propriete a) de J, ou l'on note a le plus petit 
cardinal regulier strictement plus grand que celui pour lequel les families T\ 
et J-2 sont petites. 

Soit a' un cardinal regulier strictement superieur a 2 a . 
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Pour toute cofibration triviale f : s — *■ t, il existe une construction a(.) qui a 
toute sous-C-precategorie a' -petite p de t associe une sous-C-precategorie a'- 
petite a(p) comprise entre p ett telle que le morphisme f\ a (p) '■ a{p) Hs-> a(p) 
verifie que pour tout objet y de p, il existe un objet x de a(p) D s tel que y soit 
equivalent d x dans Cat(a(p)). 

Preuve : 

Soit p une sous-C-precategorie a'-petite de t et soit y un objet de p. Comme / 
est une equivalence faible, Cat(f) est essentiellement surjective. Done il existe 
un objet x de s tel que y et x soient equivalents dans Cat{t). Par le corollaire 
precedent, il vient qu'il existe une sous-C-precategorie a'-petite d(y) de t telle 
que x et y soient equivalents dans Cat(d(y)) C Cat(t). 

Posons maintenant a y (p) = p U d(y). Comme reunion de deux sous-C-precate- 
gories de t a'-petites, a y {p) est bien une sous-C-precategorie de t a'-petite et 
qui par construction contient p. En outre comme par le lemme IS*. 4 .71 les cofibra- 
tions sont stables par categorisation, Cat(a y (p)) est comprise entre Cat(d(y)) 
et Cat(t), done x et y sont equivalents dans Cat(a y (p)) C Cat(t). Enfin on 
remarque que x est un objet a la fois de s et de a y (p), car x appartient a d(y). 
Done le morphisme a y (p) fl s — ► a y (p) verifie la propriete du lemme pour y. 

Definissons enfin a(p) comme la reunion des a y (p) pour y decrivant l'ensemble 
des objets de p. Comme p est a'-petit, cet ensemble est de cardinal stricte- 
ment inferieur ha'. En outre comme chaque a y (p) est une sous-C-precate- 
gorie a'-petite de t contenant p, par hypothese sur a', il vient que a(p) est une 
sous-C-precategorie a'-petite de t contenant p. Montrons que a(p) fl s — > a(p) 
verifie la propriete du lemme. Soit y un objet de p. Par construction de a y (p), 
il existe x objet de a y (p) fl s done de a(p)C\s tel que x soit equivalent a y dans 
Cat(a y (p)) C Cat(a(p)) C Cat(t). 
CQFD. 

Apres avoir traite de l'essentielle surjectivite, donnons une construction 
b(.) qui va forcer la pleine fidelite des restrictions de cofibrations triviales tout 
en gardant stable la petitesse. 

Lemme 5.7.6 Soit (C, JFi, JF2) une donnee de Segal facile dont la categorie 
sous-jacente est une categorie de modeles fermee engendree par monomor- 
phismes telle que les reunions de deux sous-objets sont exactement les sommes 
amalgamees de ces sous-objets au-dessus de leur intersection. 
Soit a' un cardinal regulier strictement superieur a 2 a , ou Von note a le plus 
petit cardinal regulier strictement plus grand que celui pour lequel les families 
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T\ et JF 2 sont petites. 

Alors il existe a' un cardinal regulier strictement superieur a a 1 tel que pour 
toute cofibration triviale f : s t, il existe une construction b(.) qui a toute 
sous-C-precategorie a' -petite p de t associe une sous-C-precategorie a' -petite 
b(p) comprise entre p et t telle que le morphisme f\b( P ) '■ b(p) Pi s — ^ b(p) 
verifie la propriete suivante : pour tout couple (x, y) d'objets de s fl p, il ex- 
iste un objet a' -petit D compris entre Cat{p)\{x,y) et Cat(t)i(x,y) tel que 
D n Cat(s)i(x, y) — ► D est une sous- cofibration triviale a source et but a' - 
petits de la cofibration Cat(f\b(p))i(x,y) . 

Preuve : 

Soit p une sous-C-precategorie a'-petite de t. Pour tout couple de points (x, y) 
de sHp, comme / est une cofibration triviale, Cat(f)i(x, y) est une cofibration 
triviale dans C. Comme p est a'-petit, alors par le lemme 15". 7. 21 Cat{p) est ap- 
petite, avec a" > a' cardinal regulier independant de p, et done Cat(p)i(x,y) 
aussi. En outre comme les cofibrations sont stables par categorisation par le 
lemme 15". 4. 71 Cat(p)i(x,y) est un sous-objet regal de Cat(t)i(x,y). Comme 
C est une categorie de modeles fermee engendree de maniere cofibrante, elle 
verifie la proposition suivante. On applique alors la proposition suivante a 
la cofibration triviale de C Cat(f)i(x,y) : Cat(s)i(x,y) — > Cat(t)i(x,y) et 
au sous-objet a/'-petit Cat(p)i(x,y) de Cat(t)i(x, y). II existe done un ob- 
jet a"-petit D x>y , avec a" > a" un cardinal regulier independant de / et p, 
tel que D xy est compris entre Cat(p)i(x,y) et Cat(t)x(x,y), tel que D xy fl 
Cat(s)i(x, y) — > D x y soit une sous-cofibration triviale de Cat(f)i(x, y). Consi- 
derons D' xy la somme amalgamee de Cat(p) par A[l]QD xy au-dessus de 
A[l]QCat(p)i(x, y). Comme cette somme amalgamee n'est autre que la sous- 
C-precategorie de Cat(t) engendree par les oP-petits Cat(p) et D xy , on ob- 
tient que D' est une sous-C-precategorie a"-petite de Cat{t). En appliquant 
le lemme 15.7.31 a la sous-C-precategorie a"-petite D' xy de Cat(t), il vient 

qu'il existe une sous-C-precategorie a"-petite b' x (p) de t telle que D' C 
Cat(b' Xty (p)cCat(t)). 

On pose maintenant b xy (p) = p U b' xy {p) qui est bien une sous-C-precate- 
gorie a"-petite de t comme reunion de telles C-precategories. En outre par con- 
struction, b X) y{p) contient p. Par stabilite des cofibrations par categorisation 
du lemme l5~.4.71 il vient que Cat{b Xyy {p)) contient Cat{b' xy {p)) qui elle-meme 
contenait D f . En outre (D' x )i(x, y) contient D x y . Done au final, on a que 
D x>y C Cat(b x ^ y (p)) l (x 1 y) C Cat(t)i(x, y). 
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On defmit maintenant b(p) comme la reunion des b x ^ y (p) pour x et y decrivant 
l'ensemble des objets de p dont le cardinal est strictement inferieur a a' car p 
est a'-petit. Done par hypothese sur a", on obtient que b(p) est une sous-C- 
precategorie a"-petite de t contenant p. Montrons que f\b( p ) : b(p) fl s — > b(p) a 
la propriete du lemme. Soit (x, y) un couple d'objets de s Hp, alors comme on 
l'a vu ci-dessus, il existe un objet D XjV a"-petit compris entre Cat(p)i(x, y) et 
Cat(t)i(x,y) et tel que D xy fl Cat(s)i(x, y) — > D xy est une cofibration triv- 
iale. On remarque que la source et le but de cette derniere sont bien a"-petits 
car D x y et done D xy fl Cat(s)i(x,y) sont a"-petits. Or D x y est inclus dans 
Cat(b x>y (p))i(x,y) done dans Cat(b(p))i(x,y). Ainsi D x y D Cat(s)i(x,y) — > 
D X)V est bien une sous-cofibration triviale a source et but a"-petits de la cofi- 
bration Cat(b(p))i(x, y) n Cat(s)i(x,y) — > Cat(b(p))i(x,y) qui n'est autre 
que Cat(f\b(p))i(x,y) car Cat commute aux intersections par le lemme 15.7.11 
Comme a" est independant de p et de / mais seulement de a" qui lui meme 
ne depend que de a', en posant a' = a", on a le resultat attendu. 
CQFD. 

En appliquant un nombre transfini de fois les operations a(.) et &(.), nous 
allons transformer toute restriction de cofibration triviale en cofibration triv- 
iale et ce tout en preservant la petitesse. Si done pour une cofibration triviale 
quelconque, on extrait de son but une sous-C-precategorie petite, en appli- 
quant un tel procede a la restriction de la cofibration triviale a cette sous-C- 
precategorie petite, on obtiendra une sous-cofibration triviale petite de notre 
cofibration triviale de depart, resultat auquel nous voulions arriver. 

Proposition 5.7.7 Soit (C,J-\,J-2) une donnee de Segal facile verifiant les 
proprietes suivantes : 

1) la categorie de modeles fermee sous-jacente C est une categorie de modeles 
fermee simpliciale engendree par monomorphismes, 

2) les cofibrations generatrices de la categorie de modeles fermee engendree de 
maniere cofibrante C ont leurs sources et buts a-petits, ou Von note a le plus 
petit cardinal regulier strictement plus grand que celui pour lequel les families 
T\ et JF 2 sont petites, 

3) les cofibrations generatrices de C ont leurs buts connexes, 

4) les reunions de deux sous-objets sont exactement les sommes amalgamees 
de ces sous-objets au-dessus de leur intersection, 

5) pour tout monomorphisme j : A — > B deC, la classe contenant un representant 
de chaque classe d'isomorphismes d'objets C par lequel j se factorise dans la 
sous- categorie des monomorphismes est un ensemble, 
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6) les colimites sequentielles transfinies de la sous-categorie des monomor- 
phismes de C existent et sont les colimites sequentielles transfinies de C, 

7) il n' existe aucun morphisme de but V ensemble vide qui ne soit pas un iso- 
morphisme, 

8) les colimites sequentielles transfinies d' objets regaux le long de cofibrations 
sont des objets regaux, 

9) il existe une C-categorie J munie de deux objets notes et 1 et ayant les 
proprietes suivantes : 

a) pour toute C-categorie facile A et pour tout couple d'objets equivalents a et 
b de A, il existe un morphisme de J vers A envoyant sur a et 1 sur b, 

b) pour toute C-categorie A et pour tout morphisme de J vers A, les images 
de et 1 par ce morphisme sont des objets equivalents dans A, 

c) notons L, la sous-C-categorie pleine de J d'objet 0, alors il existe un mor- 
phisme p : J — > L envoyant et 1 sur qui soit une equivalence de C-cate- 
gories, 

10) il existe dans C — VC une C-precategorie J pre a-petite dont la categorisation 
est J et verifiant egalement la propriete a) de J. 

Soit a' un cardinal regulier strictement superieur a 2". 

Alors il existe a' un cardinal regulier strictement superieur a a' tel que pour 
toute cofibration triviale f : s — > t et pour toute sous-C-precategorie a' -petite 
p de t, il existe une sous-C-precategorie a' -petite p' comprise entre p ett telle 
qu'on ait le diagramme suivant : 

, c / 
s Dp ► p 

C C 



+ c 1 

s ► t 

oil les fleches horizontales sont des equivalences faibles. Dans ce cas, V inclu- 
sion de s C\p' dans p' est dans J , si a' vaut le cardinal de la definition de J , 
et la cofibration triviale s — > t se factorise a travers sUp' en deux cofibrations 
triviales. 

Preuve : 

Supposons que le cardinal a' existe et qu'il existe p' a'-petit compris entre p 
et t verifiant le diagramme ci-dessus. Montrons d'abord que s H p' — > p' est 
dans J, si a' vaut le cardinal de la definition de J . On a deja que s Hp' — > p' 
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est une cofibration triviale. Or par hypothese, p' et done s D p' sont a'-petits 
done s fl p' —* p' est une cofibration triviale a source et but a'-petits, i.e. un 
element de J . 



Toujours avec la supposition ci-dessus, montrons maintenant que la cofibra- 
tion triviale s —>■ t se factorise a travers s U p' en deux cofibrations triviales. 
Considerons le diagramme cocartesien suivant : 



sDp' 



C 



p 



C 



c 



s ► sU p' 

Comme les cofibrations triviales sont stables par somme amalgamee le long 
d'un morphisme par proposition 15.6.91 et que s fl p' — > p' est une cofibration 
triviale, alors s — > s U p' est une cofibration triviale. En outre, s et p' sont 
des sous-C-precategories de t, done en utilisant le fait que sUp' soit la somme 
amalgamee de s et p' au-dessus de leur intersection, par hypothese sur C, il 
vient que le morphisme universel s U p' — > t est une inclusion done une cofi- 
bration. Comme enfin la precomposition de ce morphisme par la cofibration 
triviale s — > s U p' n'est autre que la cofibration triviale s — *■ t, par l'axiome 
"trois pour deux" dans C, il vient que s U p' — > t est une equivalence faible. 
Done s U p' — > t est bien une cofibration triviale et s — > t se factorise done 
bien par s U p' en deux cofibrations triviales. 

Definissons p' et a' par recurrence. Soit = p et «(, = a'. Supposons p' n 
et construits pour n > 0, alors on pose = b(a(p' n )) et = a^, 

au sens du lemme precedent. Enfin on definit p' comme la colimite des p' n 
pour n 6 N et a' comme le plus petit cardinal regulier majorant l'ensemble 
{a' n , n G N}, ce qui existe par les proprietes des cardinaux. II est facile de voir 
qu'a chaque etape le cardinal defini depend uniquement de a'. On remarque, 
comme a' > K est regulier et est superieur strictement a chaque a' n , que p' est 
a'-petit comme reunion denombrable de C-precategories appetites. Comme 
p' est une reunion croissante de C-precategories comprises entre p et t alors 
p' aussi. II ne reste done qu'a montrer la propriete de s fl p' — > p' . Comme 
e'est clairement une inclusion, montrons que e'est une equivalence faible, i.e. 
montrons que Cat(s fl p') — > Cat{p') est une equivalence de C-categories. 
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Soit y un objet de p' . Comme p' est une colimite, il existe un entier n tel 
que y soit un objet de p' n . Appliquons la construction a(.) a p' n , on obtient 
alors l'existence d'un objet x de a(p' n ) fl s tel que x soit equivalent a y dans 
Cat(a(p' n )). Comme b(a(p' n )) qui n'est autre que p' n+ i contient a(p' n ), que p' 
contient p' n+1 et que les cofibrations sont stables par categorisation par le 
lemme 15.4.71 il vient que x appartient a p' fl s et que x est equivalent a y dans 
Cat(p'), ce qui montre l'essentielle surjectivite de Cat(s Hp') — > Cat{p'). 



Soit (x, y) un couple d'objets de p' fl s. II existe done un entier n tel que 
ce couple appartienne a p' n done a a(p' n ). On applique la construction b(.) 
a tous les a(p' m ) pour m > n et, en utilisant la commutation de Cat avec 
l'intersection du lemme 13.7.11 Ton obtient le diagramme suivant : 



C 



Cat(p' m H s)i(x,y) — Cat(a(p' m ) n s)i(z,y) 



n C7ot(s)i(x,y) Cat(p^ +1 n s)i(x,y) 



c 



c 



c 



c 



Catip'J^x^) > Cat(a(p^)) 1 (x,y) * D™ y > Cai(^ +1 )i(^, y) 

Les fleches Cat(pJ n ns)i(a;, y) — » Cat(p' m )i(x, y) et D™ nCat(s)i(x,y) D™ y 
alternant, on obtient que la colimite pour m > n des Cat{p' m fl s)i(x,y) — ► 
Cat(p' m )i(x,y), qui n'est autre que Cat{p' fl s)i(sc, y) — > Cat(p')i(x,y), est 
egale a la colimite des D™ y fl Cat(s)i(x, y) — > -D™ r En utilisant la proposi- 
tion dans C, on obtient que la colimite des cofibrations triviales D™ (1 
Cat(s)i(x,y) — > D™ est une equivalence faible. Or comme cette derniere est 
egale a Cat(p'C\s)i(x, y) — > Cat(p')i(x, y), ceci montre que Cat(p'r\s)x(x, y) — > 
Cat(p')i(x,y) est une equivalence faible et done que Cat(snp') — > Cat{p') est 
pleinement fidele. 
CQFD. 

Nous avons done demontre le resultat qui permet d'extraire de toute cofi- 
bration triviale une cofibration triviale petite, e'est-a-dire un element de J . 
Nous avons done maintenant en notre possession l'outil majeur permettant 
de verifier les hypotheses du lemme 15.3.61 qui montrera l'engendrement des 
cofibrations triviales par J . 



5.7.3 Engendrement des cofibrations triviales par J 

Afin de demontrer la derniere hypothese du lemme de reconnaissance 15". U . 41 
de la structure de categorie de modeles fermee engendree de maniere cofi- 
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brante, nous devons verifier les hypotheses du lemme 15.3.61 qui permettra de 
montrer que J engendre les cofibrations triviales. Or nous venons de montrer 
l'argument de base qui permet de verifier les hypotheses du lemme l5~3.6l Aussi 
va-t-on en recolter les hypotheses, qui serviront pour toute cette partie. 

Hypotheses 5.7.8 Soit (C, JFi, JF 2 ) une donnee de Segal facile verifiant les 
proprietes suivantes : 

1) la categorie de modeles fermee sous-jacente C est une categorie de modeles 
fermee simpliciale engendree par monomorphismes, 

2) les cofibrations generatrices de la categorie de modeles fermee engendree de 
maniere cofibrante C ont leurs sources et buts a-petits, ou I 'on note a le plus 
petit cardinal regulier strictement plus grand que celui pour lequel les families 
T\ et Ti sont petites, 

3) les cofibrations generatrices de C ont leurs buts connexes, 

4) les reunions de deux sous-objets sont exactement les sommes amalgamees 
de ces sous-objets au-dessus de leur intersection, 

5) pour tout monomorphisme j : A — > B de C , la classe contenant un representant 
de chaque classe d'isomorphismes d'objets C par lequel j se factorise dans la 
sous-categorie des monomorphismes est un ensemble, 

6) les colimites sequentielles transfinies de la sous-categorie des monomor- 
phismes de C existent et sont les colimites sequentielles transfinies de C, 

7) il n'existe aucun morphisme de but V ensemble vide qui ne soit pas un iso- 
morphisme, 

8) les colimites sequentielles transfinies d'objets regaux le long de cofibrations 
sont des objets regaux, 

9) il existe une C-categorie J munie de deux objets notes et 1 et ayant les 
proprietes suivantes : 

a) pour toute C-categorie facile A et pour tout couple d'objets equivalents a et 
b de A, il existe un morphisme de J vers A envoyant sur a et 1 sur b, 

b) pour toute C-categorie A et pour tout morphisme de J vers A, les images 
de et 1 par ce morphisme sont des objets equivalents dans A, 

c) notons L, la sous-C- categorie pleine de J d'objet 0, alors il existe un mor- 
phisme p : J — > L envoyant et 1 sur qui soit une equivalence de C-cate- 
gories, 

10) il existe dans C — VC une C-precategorie J pre a-petite dont la categorisation 
est J et verifiant egalement la propriete a) de J. 

Sous ces hypotheses, nous savons done extraire de toute cofibration triviale 
un element de J7", ce qui entraine que les fleches j7"-injectives se relevent aussi 
par rapport aux cofibrations triviales quelconques. 
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Lemme 5.7.9 Supposons vraies les hypotheses \ 5. 7. ffi 

Les fleches J -injectives sont exactement les fleches ayant la propriete de 
relevement a droite par rapport aux cofibrations triviales. 

Preuve : 

Tout d'abord comme J est un sous-ensemble de la classe des cofibrations 
triviales, les fleches ayant la propriete de relevement a droite par rapport aux 
cofibrations triviales ont en particulier cette propriete vis-a-vis des elements 
de J done sont j7"-injectives. II reste done a montrer l'autre sens. 
Considerons maintenant le diagramme commutatif suivant : 




avec j une cofibration triviale et p une fleche j7-injective. Si j est un iso- 
morphisme, le diagramme admet un relevement naturel. Sinon il existe une 
sous-C-precategorie D a'-petite de B non incluse dans j{A) mais d'intersec- 
tion non vide avec j{A), oil a' est le cardinal de la definition de J . Par la 
proposition precedente, il existe une sous-C-precategorie a'-petite D' comprise 
entre D et B tel que A R D' — > D' soit une sous-cofibration triviale de j a 
source et but a'-petits. En particulier A fl D' — > D' est un element de J . On 
a done le diagramme suivant : 




An D' 



Comme p est j7-injective, le diagramme exterieur admet un relevement 9. 
Considerons maintenant la reunion AUD'. Par hypothese sur D, cette reunion 
n'est pas isomorphe a A. D'apres la proposition precedente, j se factorise a 
travers A U D' en deux cofibrations triviales dont la premiere est l'inclusion 
canonique %a '■ A — > A U D' et la seconde j' : A U D' — > B. Avec ce qui precede 
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on obtient le diagramme commutatif suivant : 



An D' - A 




X 



Comme la partie exterieure du grand diagramme commute par propriete de 
9 et que AU D' est une somme amalgamee, il existe un unique morphisme 
de A U D' vers X tel que o i A = a et <fi o i D = 8. De la il vient les egalites 
suivantes : 

po(f)oi A =poa = boj = boj'oi A 

p o o i' D = p o = b o j' o i' D 

Comme p o <fi et bo j' ont meme valeur sur les injections canoniques, par pro- 
priete universelle de la somme amalgamee AUD', on obtient quepo0 = boj'. 
Ainsi AUD' realise un relevement partiel du diagramme (j, a, b,p) avec AUD' 
non isomorphe a A. En appliquant le lemme I5.3.6[ il vient que (j,a,b,p) 
possede un relevement global. Ceci montre que les morphismes jT-injectifs 
ont la propriete de relevement a droite par rapport aux cofibrations triviales. 
CQFD. 



Comme Ton vient de montrer que les morphismes j7-injectifs sont ex- 
actement ceux qui se relevent par rapport aux cofibrations triviales, on ob- 
tient done que les cofibrations triviales sont des j7"-cofibrations, e'est-a-dire 
des morphismes ayant la propriete de relevement a gauche par rapport aux 
morphismes jT-injectifs. Comme avec l'hypothese 3) du lemme de reconnais- 
sance I5.U.41 on a montre que les j7"-cofibrations sont des cofibrations triviales, 
on a done bien que J engendre les cofibrations triviales. 

Corollaire 5.7.10 Supposons vraies les hypotheses 5. 7.ty 
J engendre les cofibrations triviales. 

Preuve : 

Le lemme precedent montre que les cofibrations triviales ont la propriete de 
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relevement a gauche par rapport aux fleches jT-injectives. Done par definition 
de jT-cofibrations comme fleches ayant la propriete de relevement a gauche par 
rapport aux fleches j7-injectives, les cofibrations triviales sont des ^7-cofibra- 
tions. En outre le corollaire 15.6.101 montre que les J- cofibrations sont des 
cofibrations triviales. Done les cofibrations triviales sont exactement les J- 
cofibrations, ce qui montre que J engendre les cofibrations triviales. 
CQFD. 

Avec ce resultat d'engendrement des cofibrations triviales par J , qui merite 
done bien son nom d'ensemble des cofibrations triviales generatrices, nous 
venons de verifier la derniere hypothese du lemme I5.U.4I de reconnaissance 
de la structure de categorie de modeles fermee engendree de maniere cofi- 
brante. Nous pouvons done maintenant donner le theoreme central qui etablit 
que la categorie C — VC des C-precategories avec les monomorphismes et les 
equivalences faibles de C-precategories forme bien une categorie de modeles 
fermee. 
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5.8 Theoreme central 



Comme la verification des six hypotheses du lemme 15.0.41 de reconnais- 
sance de la structure de categorie de modeles fermee engendree de maniere 
cofibrante a donne lieu a un bon nombre d'hypotheses, nous allons dans un 
premier temps les rassembler dans une ebauche de theoreme sur la categorie 
de modeles fermee engendree de maniere cofibrante des C-precategories, puis 
les retravailler afin d'obtenir une meilleure formulation de ce dernier. 

5.8.1 Ebauche du theoreme central 

En regroupant tous les resultats precedents, on obtient l'ebauche du theo- 
reme central suivante : 

Theoreme 5.8.1 (-central (ebauche)) Soit (C, JFi, JF2) une donnee de Se- 
gal proto-facile verifiant les proprietes suivantes : 

A) la categorie sous-jacente C est une categorie de modeles fermee engendree 
de maniere cofibrante simpliciale dont tous les objets sont cofibrants, 

B) il n'existe aucun morphisme de but V ensemble vide qui ne soit pas un 
isomorphisme, 

C) les reunions de deux sous-objets sont exactement les sommes amalgamees 
de ces sous-objets au-dessus de leur intersection, 

D) les objets discrets sont stables par limites dans C, 

E) les colimites sequentielles transfinies d 'objets regaux le long de cofibrations 
sont des objets regaux, 

F) le foncteur r est tel que, pour tout objet regal C de C, t (C) est un quotient 
de Vensemble des morphismes dans C de V objet final vers C, 

G) il existe un objet regal contractile K muni de deux morphismes de V objet 
final vers K notes et 1, et ayant la propriete suivante : pour tout couple 
(f,g) de morphismes de I 'objet final vers un objet regal C tel que leurs images 
par tq soient egales, il existe un morphisme de K vers C envoyant sur f et 
1 sur g, 

H) les T\ U T2 U {0 — > *}- cofibrations sont des monomorphismes, 

I) les sources et buts des fleches de la famille T\, ainsi que les buts de la 
famille T2, sont connexes et non isomorphes a Vensemble vide, 

J) il existe un cardinal transfini regulier strictement superieur a Ko; aue l' on 
notera a, pour lequel tout morphisme de T\ et JF 2 a sa source et son but 
a-petits au sens \2. 
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K) la famille T\ est incluse dans la classe des cofibrations triviales de la 
categorie de modeles fermee C et la famille JF 2 dans celle des cofibrations, 
L) les alliances d' objets regaux sont exactement les equivalences faibles de la 
categorie de modeles fermee C entre objets regaux, 

M) le produit fibre d'une equivalence faible entre objets regaux le long d'une 
fibration est une equivalence faible, 

N) les cofibrations et les equivalences faibles sont stables par produit fibre au- 
dessus d'un objet discret, 

0) les cofibrations de C sont les monomorphismes, 

P) les isomorphismes ne se factorisent qu'en isomorphismes dans la sous- 
categorie des cofibrations de C, 

Q) les colimites sequentielles transfinies de la sous- categorie des cofibrations 
de C existent et sont les colimites sequentielles transfinies de C, 
R) pour toute cofibration j : A — > B deC, la classe contenant un representant 
de chaque classe d 'isomorphismes d 'objets C par lequel j se factorise dans la 
sous- categorie des cofibrations est un ensemble, 

S) les cofibrations generatrices de la categorie de modeles fermee engendree 
de maniere cofibrante C ont leurs buts connexes, 

T) les cofibrations generatrices de C ont leurs sources et buts a-petits, 

U) il existe une C-categorie J munie de deux objets notes et 1 et ayant les 
proprietes suivantes : 

a) pour toute C-categorie facile A et pour tout couple d 'objets equivalents a et 
b de A, il existe un morphisme de J vers A envoyant sur a et 1 sur b, 

b) pour toute C-categorie A et pour tout morphisme de J vers A, les images 
de et 1 par ce morphisme sont des objets equivalents dans A, 

c) notons L, la sous-C -categorie pleine de J d 'objet 0, alors il existe un mor- 
phisme p : J — > L envoyant et 1 sur qui soit une equivalence de C-cate- 
gories, 

V) il existe dans C — VC une C-precategorie J pre a-petite dont la categorisation 
est J et verifiant egalement la propriete a) de J. 

Alors C — VC admet une structure de categorie de modeles fermee engendree 
de maniere cofibrante avec pour equivalences faibles les morphismes dont la 
categorisation est une equivalence de C- categories, pourX V ensemble constitue 
de — ^ * et des fieches de type Attach n (g) : A[n]OX UgA[n]ex <9A[n]©Y — > 
A[n]0F pour n > et g : X — > Y decrivant V ensemble des cofibrations 
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generatrices de C, et pour J V ensemble des classes d' equivalence de mor- 
phismes a la fois cofibrations niveau par niveau et equivalences faibles dont les 
sources et buts sont petits par rapport a un cardinal regulier bien choisi. 

Preuve : 

D'apres le lemme IB. 0.41 de reconnaissance de categorie de mo deles fermee en- 
gendree de maniere cofibrante, il y a cinq axiomes a montrer. 
Tout d'abord il faut que C — VC soit complete et cocomplete, ce qui est le cas 
d'apres la proposition 11.2.51 

Le premier axiome est la stabilite des equivalences faibles par retract donnee 
par le lemme 15". 1 . 41 ainsi que l'axiome "trois pour deux" pour les equivalences fai- 
bles donne quant a lui par le lemme 14.6.41 

Le deuxieme axiome est que X et J verifient 1' argument du petit objet, ce qui 
est montre par les lemmes 15.2.11 et 15.2.21 

Le troisieme axiome est que toute ,7-cofibration est a la fois une X-cofibration 
et une equivalence faible, ce qui nous est donne par le corollaire 15.6.101 
Le quatrieme axiome est que tout morphisme X-injectif est a la fois jT-injectif 
et une equivalence faible, ce que montre le lemme 15.3.171 
Enfin le corollaire 15.7.101 montre l'une des deux proprietes equivalentes du 
dernier axiome, a savoir que les morphismes a la fois X-cofibrations et equi- 
valences faibles sont des J- cofibrations. 
CQFD. 

Cependant il convient aussi de remarquer que certaines hypotheses per- 
mettent d'en eliminer d'autres. En effet, l'hypothese O) demande que les cofi- 
brations de C soient des monomorphismes. De ce fait l'hypothese P) ne porte 
plus que sur les monomorphismes et elle est done trivialement vraie. II en est 
de meme pour la premiere partie de l'hypothese N). De plus l'hypothese B) 
entrame que la fleche — > * est un monomorphisme. L'hypothese O) mod- 
ifie aussi l'enonce de l'hypothese K), ce qui entrame que les families T\ et 
JF 2 sont des families de monomorphismes. Comme A) postule que C est une 
categorie de modeles fermee, les cofibrations, qui par l'hypothese O) sont ex- 
actement les monomorphismes, sont stables retracts, sommes amalgamees et 
colimites sequentielles transfinies. Ainsi les T\ U JF 2 U {0 — > *}-cofibrations 
sont des monomorphismes, ce qui rend triviale l'hypothese H). En outre, si 
dans l'hypothese A) Ton demande directement que la categorie de modeles 
fermee engendree de maniere cofibrante soit une categorie de modeles fermee 
engendree par monomorphismes, alors l'hypothese O) devient redondante. Par 
ailleurs, le fait d'identifier les cofibrations et les monomorphismes changent la 
nature des hypotheses Q) et R) qui ne portent done plus sur la structure de 
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categorie de modeles fermee mais directement sur la structure de categorie 
de C. Ainsi on peut trier ou modifier les hypotheses ci-dessus obtenues par 
regroupement des resultats precedents et donner de nouvelles definitions plus 
pertinentes au vu de ces hypotheses. 

5.8.2 Remaniement des hypotheses du theoreme cen- 
tral et nouvelles definitions 

Tout d'abord, regroupons les hypotheses portant directement sur la cate- 
gorie de base C. Comme on considere une donnee de Segal proto-facile sur C, 
il faut que C soit discretisante et possede les produits fibres de deux objets 
au-dessus d'un objet discret. Les hypotheses B), C) et D) portent egalement 
sur C et les deux dernieres supposent que C est complete et cocomplete. Enfin 
comme on l'a vu ci-dessus, le fait pour le theoreme central d'identifier cofibra- 
tions et monomorphismes entraine que les hypotheses Q) et R) portent elles 
aussi sur C. Avec toutes ces hypotheses ainsi qu'avec la definition de categorie 
discretisante, on peut definir une nouvelle notion de categorie discretisante di- 
rectement utilisable pour le theoreme central. 

Definition 5.8.2 Une categorie C est une categorie bien discretisante si elle 
verifie les proprietes suivantes : 
-elle est complete et cocomplete, 

-pour tout morphisme Z — » X vers un objet discret, on a 

Z=]\ Z(x), 

-Enssj o Discret est naturellement isomorphe a Videntite de la categorie des 
ensembles, 

-les objets discrets sont stables par limites dans C, 

-il n'existe aucun morphisme de but V ensemble vide qui ne soit pas un isomor- 
phisme, 

-les reunions de deux sous-objets sont exactement les sommes amalgamees de 
ces sous-objets au-dessus de leur intersection, 

-les colimites sequentielles transfinies de la sous- categorie des monomorphismes 
de C existent et sont les colimites sequentielles transfinies de C, 
-pour tout monomorphisme j : A — > B deC, la classe contenant un representant 
de chaque classe d'isomorphismes d' objets C par lequel j se factorise dans la 
sous- categorie des monomorphismes est un ensemble. 
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Regardons maintenant les hypotheses concernant uniquement la donnee 
de Segal. Ce sont les hypotheses E) et F). Parmi ces hypotheses, l'hypothese 
F) donne une description concrete du foncteur r , aussi va-t-on donner la 
definition de donnee de Segal concrete a une donnee de Segal basee sur une 
categorie bien discretisante et verifiant les hypotheses E) et F). 

Definition 5.8.3 Une donnee de Segal (C,C c ,C eq ,To) est dite concrete si : 
-la categorie sous-jacente C est bien discretisante, 

-les colimites sequentielles transfinies d'objets regaux le long de monomor- 
phismes sont des objets regaux, 

-le foncteur r est tel que, pour tout objet regal C de {C), tq{C) est un quotient 
de V 'ensemble des morphismes dans C de I 'objet final vers C. 

Comme les hypotheses H), I) et J) sont deja contenues dans la notion de 
donnee de Segal pre-facile, on va obtenir la notion de donnee de Segal pre- 
facilitee qui ne sera autre qu'une donnee de Segal concrete et pre-facile. 

Definition 5.8.4 Une donnee de Segal pre-facile {C,T\^T-i) est une donnee 
de Segal facilitee si la donnee de Segal sous-jacente est concrete, 

On remarque que les hypotheses G), K), L) et M) sont des hypotheses 
demandees dans la definition de donnee de Segal facile. L'hypothese N) n'y est 
qu'a moitie par sa partie concernant les equivalences faibles. Quant aux autres 
hypotheses de la donnee de Segal facile, elles sont deja prises en charge dans 
les definitions precedentes. Ainsi une donnee de Segal facilitee sera simplement 
une donnee de Segal facile et prefacilitee ou encore une donnee de Segal facile 
et concrete. 

Definition 5.8.5 Une donnee de Segal facile {C,J-\,J--i) est dite donnee de 
Segal facilitee si la donnee de Segal pre-facile sous-jacente est une donnee de 
Segal pre-facilitee. 
Ou ce qui revient au meme : 

Une donnee de Segal facile {C,T\,T'i) est une donnee de Segal facilitee si la 
donnee de Segal sous-jacente est concrete, 

L'hypothese A) demande a la categorie de modeles fermee sous-jacente C 
d'une donnee de Segal facilitee d'etre une categorie de modeles fermee en- 
gendree de maniere cofibrante simpliciale dont tous les objets sont cofibrants 
et l'hypothese O) demande que les cofibrations soient les monomorphismes. 
On peut done regrouper ces deux hypotheses en une, comme on l'avait deja fait 
remarquer plus haut, en demandant a la categorie de modeles fermee C d'etre 
une categorie de modeles fermee simpliciale engendree par monomorphismes. 
En revanche, on n'a plus a demander que ses objets soient tous cofibrants, car 



267 



ceci est deja une hypothese de la donnee de Segal facile. 

Si Ton regarde les hypotheses concernant la categorie de modeles fermee 
engendree par monomorphismes, on trouve les hypotheses S) et T) qui portent 
sur les cofibrations generatrices de la categorie de modeles fermee engendree 
par monomorphismes. Comme le fait de demander a la categorie de modeles 
fermee de base C d'etre engendree par monomorphisme se justifie en ceci que 
cela permet de simplifier la demonstration de la structure de categorie de 
modeles fermee sur les C-precategories et leurs equivalences faibles, nous allons 
definir une notion de donnee de Segal facilitante (pour la structure de categorie 
de modeles fermee) qui prendra en charge ces hypotheses d'engendrement par 
monomorphismes. 

Definition 5.8.6 Soit (C,jF l5 jF 2 ) une donnee de Segal facilitee, on dit qu'elle 
est facilitante si : 

-la categorie de modeles fermee sous-jacenteC est categorie de modeles fermee 
simpliciale engendree par monomorphismes, 

-les cofibrations generatrices de la categorie de modeles fermee engendree de 
maniere cofibrante C ont leurs buts connexes, 

-les cofibrations generatrices de C ont leurs sources et buts a-petits. 

Toutes les hypotheses ont ete prises en charge par cette notion de donnee de 
Segal facilitante a l'exception des deux dernieres hypotheses U) et V) qui con- 
cernent l'existence d'un bon intervalle J pour representer l'equivalence d'ob- 
jets dans les C-categories. Aussi va-t-on definir la notion pour une donnee de 
Segal facilitante d'etre munie d'un bon intervalle pour les C-categories. 

Definition 5.8.7 Soit (C, J-'i, T<i) une donnee de Segal facilitante, on dit qu'elle 
admet un bon intervalle pour les C-categories si : 

-il existe une C-categorie J munie de deux objets notes et 1 et ayant les 
proprietes suivantes : 

a) pour toute C-categorie facile A et pour tout couple d 'objets equivalents a et 
b de A, il existe un morphisme de J vers A envoyant sur a et 1 sur b, 

b) pour toute C-categorie A et pour tout morphisme de J vers A, les images 
de et 1 par ce morphisme sont des objets equivalents dans A, 

c) notons L, la sous-C- categorie pleine de J d'objet 0, alors il existe un mor- 
phisme p : J — > L envoyant et 1 sur qui soit une equivalence de C-cate- 
gories, 

-il existe dans C — VC une C-precategorie J pre a-petite dont la categorisation 
est J et verifiant egalement la propriete a) de J. 
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Avec toutes ces definitions, nous pouvons donner un enonce plus simple du 
theoreme central, puisqu'il suffit d'etre une donnee de Segal facilitante munie 
d'un bon intervalle pour les C-categories afin de verifier toutes les hypotheses 
de l'ebauche du theoreme central. 
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5.8.3 Enonce du theoreme central 

Voici done le nouvel enonce du theoreme central qui est bien plus simple 
que celui de l'ebauche du fait qu'il prenne en compte les nouvelles definitions 
degagees precedemment de l'analyse de la foule des hypotheses de l'ebauche 
du theoreme central. 

Theoreme 5.8.8 (central) Soit (C, jF l5 JF 2 ) une donnee de Segal facilitante 
admettant un bon intervalle pour les C-categories. Alors C — VC admet une 
structure de categorie de modeles fermee engendree par monomorphismes avec 
pour equivalences faibles les morphismes dont la categorisation est une equi- 
valence de C-categories, les ensembles generateurs des cofibrations et des cofi- 
brations triviales etant respectivement les ensembles X et J . 

La preuve est bien evidemment celle de l'ebauche du theoreme central. 
Bien que cet enonce soit plus agreable a l'oeil que celui de l'ebauche, il est 
cependant extremement dense car derriere la notion de donnee de Segal facili- 
tante se cache une multitude d'hypotheses que l'ebauche du theoreme centrale, 
6 combien rebutante, a neanmoins l'avantage d'exposer clairement. Apres le 
balayage des hypotheses triviales des sections precedentes, nous sommes en 
mesure de donner un meilleur enonce de notre ebauche. Aussi e'est en fait 
le nouvel enonce de l'ebauche du theoreme central qui nous servira par la 
suite pour verifier qu'une donnee de Segal proto-facile verifie les hypotheses 
du theoreme central. 

Theoreme 5.8.9 (-central (ebauche 2)) Soit{C ) J r i,J r 2) une donnee de Se- 
gal proto-facile verifiant les proprietes suivantes : 

A ') la categorie sous-jacente C est une categorie de modeles fermee engendree 
par monomorphismes simpliciale, 

B') il n'existe aucun morphisme de but V 'ensemble vide qui ne soit pas un 
isomorphisme, 

C) les reunions de deux sous-objets sont exactement les sommes amalgamees 
de ces sous-objets au-dessus de leur intersection, 
D') les objets discrets sont stables par limites dans C, 

E') les colimites sequentielles transfinies d'objets regaux le long de monomor- 
phismes sont des objets regaux, 

F') le foncteur tq est tel que, pour tout objet regal C de C, t (C) est un quotient 
de Vensemble des morphismes dans C de V 'objet final vers C, 
G') il existe un objet regal contractile K muni de deux morphismes de V objet 
final vers K notes et 1, et ayant la propriete suivante : pour tout couple 
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(/, g) de morphismes de I'objet final vers un objet regal C tel que leurs images 
par t soient egales, il existe un morphisme de K vers C envoyant sur f et 
1 sur g, 

H') les sources et buts des fleches de la famille T\, ainsi que les buts de la 
famille JF 2; sont connexes et non isomorphes a V ensemble vide, 
I') il existe un cardinal transfini regulier strictement superieur a Ko? aue l' on 
notera a, pour lequel tout morphisme de T\ et T<i a sa source et son but 
a-petits au sens \2.3.!A 

J') la famille T\ est incluse dans la classe des cofibrations triviales de la 
categorie de modeles fermee engendree par monomorphismes C et la famille 
T2 dans celle des cofibrations, 

K') les alliances d'objets regaux sont exactement les equivalences faibles de la 
categorie de modeles fermee C entre objets regaux, 

L') le produit fibre d'une equivalence faible entre objets regaux le long d'une 
fibration est une equivalence faible, 

M') les equivalences faibles sont stables par produit fibre au-dessus d'un objet 
discret, 

N') les colimites sequentielles transfinies de la sous- categorie des monomor- 
phismess de C existent et sont les colimites sequentielles transfinies de C, 
0') pour tout monomorphisme j : A — ► B de C, la classe contenant un 
representant de chaque classe d'isomorphismes d'objets C par lequel j se fac- 
torise dans la sous- categorie des monomorphismes est un ensemble, 
P') les cofibrations generatrices de la categorie de modeles fermee engendree 
de maniere cofibrante C ont leurs buts connexes, 

Q ! ) les cofibrations generatrices de C ont leurs sources et buts a-petits, 

R') il existe une C-categorie J munie de deux objets notes et 1 et ayant les 

proprietes suivantes : 

a) pour toute C-categorie facile A et pour tout couple d'objets equivalents a et 
b de A, il existe un morphisme de J vers A envoyant sur a et 1 sur b, 

b) pour toute C-categorie A et pour tout morphisme de J vers A, les images 
de et 1 par ce morphisme sont des objets equivalents dans A, 

c) notons L, la sous-C- categorie pleine de J d 'objet 0, alors il existe un mor- 
phisme p : J — > L envoyant et 1 sur qui soit une equivalence de C-cate- 
gories, 

S') il existe dans C — VC une C-precategorie J pre a-petite dont la categorisation 
est J et verifiant egalement la propriete a) de J. 

Alors C — VC admet une structure de categorie de modeles fermee engendree 
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de maniere cofibrante avec pour equivalences faibles les morphismes dont la 
categorisation est une equivalence deC- categories, pourX V ensemble constitue 
de — > * et des fleches de type Attach n (g) : A[n]6X UeA[n]0x dA[n]QY — > 
A[n]@y ponr n>0ei(7:X^y decrivant V ensemble des cofibrations 
generatrices de C, et pour J V ensemble des classes d 'equivalence de mor- 
phismes a la fois cofibrations niveau par niveau et equivalences faibles dont les 
sources et buts sont petits par rapport a un cardinal regulier bien choisi. 

Maintenant que nous avons obtenu une belle structure de categorie de 
modeles fermee sur les C-precategories, nous allons voir un exemple de C- 
precategories ayant cette structure par verification des hypotheses du theoreme 
central. 
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Chapitre 6 
Categories de Segal 



273 



Comme on l'a vu dans l'exemple 11.3.31 la categorie des ensembles simpli- 
ciaux, avec pour objets regaux les ensembles simpliciaux quelconques, pour 
alliances d'objets regaux les equivalences faibles d'ensembles simpliciaux (i.e. 
les morphismes dont les realisations geometriques induisent des isomorphes 
sur les groupes d'homotopie) et pour r la composee des foncteurs realisation 
geometrique et composante connexe, forme une donnee de Segal. Les C-precate- 
gories pour cette donnee de Segal sont les precategories de Segal, les C-cate- 
gories sont les categories de Segal et les equivalences de C-categories sont les 
equivalences de categories de Segal, ces trois notions etant celles defmies dans 

m 

En outre avec pour T\ la famille vide et pour T% la famille des inclusions 
des bords des simplexes standards dans ces derniers, la categorie des ensembles 
simpliciaux forme une donnee de Segal proto-facile, ce que Ton a vu dans l'ex- 
emple 13.1.21 Pour cette donnee de Segal proto-facile, les objets regaux faciles 
sont les ensembles simpliciaux quelconques et les alliances faciles sont les equi- 
valences faibles d'ensembles simpliciaux qui sont aussi des fibrations de Kan. 

Nous allons montrer que cette donnee de Segal proto-facile verifie les hy- 
potheses du theoreme central afin d'obtenir une structure de categorie de 
modeles fermee sur les precategorie de Segal. 
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6.1 Verification des premieres hypotheses du 
theoreme central 



Afin de montrer que le theoreme central s'applique au cas des precategories 
de Segal, nous devons montrer que les dix-neuf hypotheses de l'ebauche 2 du 
theoreme central sont verifiees par la donnee de Segal proto-facile de l'exem- 
ple 13.1.21 Nous commencerons par montrer les dix-sept premieres hypotheses, 
ce qui nous permettra par la suite d'utiliser tous les resultats de cette these 
ne faisant pas intervenir l'intervalle J. 

Lemme 6.1.1 La donnee de Segal proto-facile sur les ensembles simpliciaux 
definies dans Uexemple \3.1.'tA verifie les hypotheses A') a Q') de l'ebauche 2 du 
theoreme central. 

Preuve : 

L'hypothese A') est un resultat classique sur les ensembles simpliciaux, voir en 
particulier pQ. En effet ceux-ci forment une categorie de modeles fermee sim- 
pliciale dont tous les objets sont cofibrants avec pour cofibrations les monomor- 
phismes et pour equivalences faibles les morphismes dont la realisation geometrique 
induit des isomorphismes sur les groupes d'homotopie, or comme ceux-ci ne 
sont autres que les alliances d'objets regaux, ceci montre l'hypothese K'). De 
plus cette categorie de modeles fermee est engendree de maniere cofibrante 
avec pour cofibrations generatrices les inclusions des bords des simplexes stan- 
dards dans ces derniers et pour cofibrations triviales generatrices les inclusions 
des cornes des simplexes standards dans ces derniers. 

Comme la categorie des ensembles simpliciaux est une categorie de prefaisceaux 
d'ensembles dont les limites et colimites sont calculees niveau par niveau, les 
hypotheses B'), C) et D'), etant verifiees par la categorie des ensembles, sont 
done vraies pour les ensembles simpliciaux. En outre comme on l'a vu ci- 
dessus, les cofibrations sont les monomorphismes. Or ceux-ci sont en fait les 
injections niveau par niveau, done l'hypothese N'), etant verifiee avec les injec- 
tions ensemblistes, est aussi vraie avec les cofibrations d'ensembles simpliciaux. 

L'hypothese E') est triviale car les objets regaux sont les ensembles simplici- 
aux quelconques et gorie des ensembles simpliciaux est cocomplete. 
L'hypothese F') decoule de la definition du foncteur composante connexe n Q 
et du fait que les points de la realisation geometrique d'un ensemble simplicial 
sont exactement les morphismes de A[0] vers cet ensemble simplicial. 
L'hypothese G') est verifiee facilement si on prend pour K l'intervalle 7, i.e. 
le nerf du groupoide a deux objets et un unique isomorphisme entre ceux-ci. 
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Pour les hypotheses H'), P) et J'), la partie concernant la famille T\ est triv- 
iale car T\ est vide. La famille JF 2 est formee par les inclusions des bords 
des simplexes standards dans ces derniers. Comme les cofibrations sont les 
monomorphismes, la famille JF 2 est bien incluse dans la classe des cofibra- 
tions, ce qui montre la partie de l'hypothese J') concernant JF 2 . Les buts des 
fleches de T% sont les simplexes standards. Or ceux-ci sont connexes au sens 
de l'exemple 13.2.91 et non vides d'apres l'exemple 13.3.51 ce qui montre la par- 
tie de l'hypothese PL) concernant JF 2 . Enfin les sources et buts des fleches de 
T21 etant les simplexes standards et leurs bords, sont a-petits pour a = 2^° 
d'apres l'exemple I3.4.7[ ce qui montre la partie de l'hypothese P) concernant 

Comme les cofibrations generatrices ne sont autres que les inclusions des 
bords des simplexes standards dans ces derniers, l'ensemble des cofibrations 
generatrices est done JF 2 . Ainsi comme JF 2 verifie les hypotheses H') et J'), 
alors l'ensemble des cofibrations generatrices verifie les hypotheses P') et Q'). 

Pour montrer l'hypothese L'), considerons le diagramme cartesien suivant : 

A ► B 



f 



Appliquons le foncteur realisation geometrique a ce diagramme. Comme le 
foncteur realisation geometrique preserve les produits fibres, on obtiendra 
encore un diagramme cartesien dans la categorie des espaces topologiques. 
Comme / est une equivalence faible d'ensembles simpliciaux, sa realisation 
geometrique est une equivalence d'homotopie faible. Comme g est une fibra- 
tion de la categorie de modeles fermee des ensembles simpliciaux, sa realisation 
geometrique est une fibration de la categorie de modeles fermee des espaces 
topologiques. Comme dans la categorie de modeles fermee des espaces topologiques 
tous les objets sont fibrants, cette categorie de modeles fermee est propre a 
droite. Ainsi le produit fibre de l'equivalence d'homotopie faible |/| entre ob- 
jets fibrants le long de la fibration \g\ est une equivalence d'homotopie faible. 
Or ce produit fibre n'est autre que la realisation geometrique de A — > C par 
preservation du produit fibre par realisation geometrique, ce qui montre que 
A — ► C est bien une equivalence faible et done que l'hypothese L') est verifiee. 
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Le foncteur realisation geometrique et les foncteurs des groupes d'homotopie 
7Ti preservent les produits fibres. Ainsi la realisation geometrique du produit 
fibre de deux equivalences faibles n'est autre que le produit fibre de deux equi- 
valences d'homotopie faibles. En appliquant a ce dernier les foncteurs tt^, on 
obtient des produits fibres de deux isomorphismes qui sont done eux-memes 
des isomorphismes. Ainsi la realisation geometrique du produit fibre de deux 
equivalences faibles induit des isomorphismes sur les groupes d'homotopie et 
done le produit fibre des deux equivalences faibles est une equivalence faible. 
Ceci montre l'hypothese M'). 

Pour terminer les verifications d'hypotheses, il reste juste a montrer que l'hy- 
pothese O') est vraie et ceci n'est autre que le lemme 15.3.51 car comme on 
l'a fait remarquer plus haut la categorie des ensembles simpliciaux est une 
categorie de prefaisceaux d'ensembles et srorie des ensembles verifie 

l'hypothese O'). 
CQFD. 

II ne nous reste done plus qu'a montrer l'existence de l'intervalle J pour 
les precategories de Segal pour pouvoir appliquer le theoreme central au cas 
des ensembles simpliciaux. Toutefois l'existence d'un tel intervalle necessite la 
notion de groupoide de Segal ainsi que l'equivalence des theories homotopiques 
de ces groupoides de Segal et des espaces topologiques. 
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6.2 Groupoide de Segal 



Pour montrer l'existence d'un bon intervalle J pour les C-categories de Se- 
gal, nous allons introduire, plus precisement rappeler, la notion de groupoide 
de Segal. En effet l'intervalle J a pour vocation de representer la notion 
d'equivalence d'objets dans une categorie de Segal. Comme deux objets sont 
equivalents s'il existe un morphisme de l'un a l'autre qui est inversible a ho- 
motopie pres, on voit apparaitre le lien entre J et la notion de groupoide de 
Segal : l'intervalle J devra etre un groupoide de Segal. Aussi avant de constru- 
ire l'intervalle J et de montrer que c'est un groupoide de Segal, nous allons 
rappeler la definition de groupoide de Segal et passer en revue les principales 
proprietes de ces derniers. 

6.2.1 Groupes d'homotopie d'un groupoide de Segal 

Commengons tout d'abord par rappeler la notion de groupoide de Segal 
definie dans j2]. 

Definition 6.2.1 Une categorie de Segal A est un groupoide de Segal si T\{A) 
est le nerf d'un groupoide au sens des categories. Les morphismes de groupoides 
de Segal sont les morphismes de precategories de Segal et les equivalences de 
groupoides de Segal sont les equivalences de categories de Segal. 

Si la notion d'equivalence pour les groupoides de Segal est la meme que 
pour les categories de Segal, il existe cependant une caracterisation de l'equi- 
valence entre groupoides de Segal par l'intermediaire de la notion de groupes 
d'homotopie d'un groupoide de Segal. 

Definition 6.2.2 Soit A un groupoide de Segal, on definit ses groupes d'ho- 
motopie de la maniere suivante : 

- n (A) = t (A), 

- pour tout objet a de A, ni(A,a) = TT (\A 1 (a,a)\) 

- pour i > 1 et pour tout objet a de A, 7ii(A,a) = 7Tj_i (|v4i (a, a) |, Id a ). 

Ces groupes d'homotopie de groupoides de Segal sont bien fonctoriels 
comme composees de foncteurs et, pour i > 1, ils sont bien munis d'une struc- 
ture de groupes. Ann de montrer que ces groupes d'homotopie caracterisent 
les equivalences entre groupoides de Segal, nous allons introduire la notion de 
groupoide de Segal simplement connexe pour laquelle une telle caracterisation 
a lieu. 

Definition 6.2.3 Un groupoide de Segal est simplement connexe si son tt et 
tous ses 7Ti sont triviaux. 
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Lemme 6.2.4 Soit f : A — > B un morphisme de groupoides de Segal. 
Si A et B sont simplement connexes, alors f est une equivalence de categories 
de Segal si et settlement si 7To(/) est une bisection d 'ensembles et que, pour 
tout i > et pour tout objet a de A, 7Tj(/, a) est un isomorphisme. 

Preuve : 

On a deja vu que / est essentiellement surjective si et seulement si r (/) est 
une bijection ensembliste. Or r (/) n'est autre que 7r (/). Ainsi l'essentielle 
surjectivite est caracterisee en terme de n . 

Par definition, / est pleinement fidele si et seulement si fi(x,y) est une equi- 
valence faible d'ensembles simpliciaux pour tout couple (x, y) d'objets de A. 
Or fi(x,y) est une equivalence faible d'ensembles simpliciaux si et seulement 
si 7io( |/i(:e, y)\) est une bijection et, pour tout j > et pour tout objet g 
de Ai(x, y), 7Tj(\fi(x,y)\, g) est un morphisme de groupes. Ainsi on obtient 
que si / est pleinement fidele, alors, pour tout objet a de A, fi(a, a) est une 
equivalence faible done 7r (|/i(a, a)\) est une bijection et, pour tout j > 0, les 
iTj(\fi(a, a), Id a \) sont des isomorphismes de groupes, e'est-a-dire que, pour 
tout i > 0, les 7Ti(fi(a,a),a) sont des isomorphismes. 

Montrons que si pour tout i > et pour tout objet a de A, 7Tj(/, a) est 
un isomorphisme et que 7To(/) est bijective, alors / est pleinement fidele. Pour 
cela montrons que, pour tout couple (x, y) d'objets de A, fi(x, y) est une equi- 
valence faible. Deux cas se presentent. 

Si Ai(x, y) est vide, alors necessairement Bi(f(x),f(y)) est vide. Sinon il 
existe un morphisme entre f(x) et f(y) et, comme B est un groupoide de Se- 
gal, ce morphisme est une equivalence entre f(x) et f(y), qui ont done meme 
image dans t (B). Or r (/) est une bijection par hypothese, done x et y ont 
meme image dans t (A) ce qui contredit la vacuite de Ai(x,y). 

Si Ax(x,y) est non vide, alors il existe un objet g de A\(x,y) qui est une 
equivalence entre x et y car A est un groupo'ide de Segal. En utilisant la 
demonstration du lemme 14.1.31 ceci entraine que dans la categorie homo- 
topique des ensembles simpliciaux les remplacements fibrants A{(x, y) et A{(x, x) 
sont equivalents. De meme, par l'equivalence f(g) dans B entre f(x) et f(y), 
on obtient que B((f(x), f(y)) et B{(f(x), f(x)) sont equivalents. Et par l'axio- 
me "trois pour deux" dans la categorie de modeles fermee des ensembles 
simpliciaux, il vient que le remplacement fibrant de /1 (x, y) est une equi- 
valence faible si et seulement si celui de fi(x,x) Test. Or tout ensemble sim- 
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plicial est equivalent a son remplacement fibrant, d'ou toujours par l'axiome 
"trois pour deux", les remplacements fibrants de fi(x,y) et de fi(x,x) sont 
des equivalences faibles si et seulement si f\(x,y) et fi(x,x) le sont. Par tran- 
sitivite de l'equivalence logique, on a done obtenu que fi(x,y) est une equi- 
valence faible si et seulement si fi(x,x) Test. 

Ainsi pour montrer que / est pleinement fidele, on en est reduit a mon- 
trer que fi(x,x) est une equivalence faible pour tout objet x de A. Pour 
cela il faut montrer que \f\(x,x)\ est une equivalence d'homotopie faible, 
i.e. que 7To(|/i(x, x)\) est une bijection, ce qui est vrai car par hypothese 
7Ti(/, x) = ir (\fi(x, x)\) est une bijection, et que, pour tout objet h de Ai(x, x) 
et pour tout j > 0, les iTj(\fi(x, x)\, h) sont des isomorphismes de groupes. 
On sait que e'est vrai quand h vaut l'identite de x, car par hypothese les 
vrj(/, x) = 7Tj(\fi(x,x)\,Id x ) sont des isomorphismes de groupes. Or A est 
simplement connexe done il existe un chemin 7 de Id x vers h qui induit un iso- 
morphisme de 7ij(\Ai(x, x), Id x \) vers 7Tj(\Ai(x, x),h\), pour j > 0. L 'image de 
ce chemin par \fi(x, x)\ induit un isomorphisme de iTj(\Bi(f(x), f(x)), Idf( x )\) 
vers TTj(\B 1 (f(x),f(x)),f(h)\), pour j > 0. On obtient alors le diagramme 
commutatif suivant : 

njdA^x, x), Id x \) n ^ f ' x) . njdB^fix), f(x)), Id m \) 



7 * . * 7 



|/i (a;, a;) I (7) * . * |/i(a:,a;)|(7)" 



*i(\M*> *), h\) nf{ r-rrr ■ ^(\Bi(f(x), f(x)), f(h)\) 

Par hypothese, irj +i (f, x) est un isomorphisme de groupes et par ce qui precede 
les fleches verticales sont aussi des isomorphismes de groupes. On en deduit 
done que 7Tj(\fi(x,x),h\) est bien un isomorphisme de groupes, pour j > 0. 
Done fi(x,x) est une equivalence faible pour tout objet x de A et, par ce qui 
precede, ceci entraine que pour tout couple (x,y) d'objets de A, fi(x,y) est 
une equivalence faible et par consequent que / est pleinement fidele. 
CQFD. 



On remarque en regardant la demonstration de pres que pour / : A — > B 
morphisme de groupo'ides de Segal quelconques, on a : 

- l'essentielle surjectivite de / equivaut a la bijectivite de 7r (/), 

- si f est une equivalence de categories de Segal, alors / induit des isomor- 
phismes sur tous les 7Tj. 
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En revanche la reciproque n'est vraie que pour les groupoides de Segal sim- 
plement connexes. 

Apres ces quelques rappels, nous allons maintenant passer a la definition 
de l'intervalle J. 

6.2.2 Proto-groupoide de Segal 

Pour definir l'intervalle J, nous allons en fait passer par la construction de 
la precategorie de Segal J pre dont la categorisation sera justement J. Or cette 
precategorie de Segal J pre doit representer elle-aussi l'equivalence d'objets 
dans les categories de Segal, done, comme on l'a fait remarquer plus haut, elle 
represente en fait les morphismes inversibles a homotopie pres. Cependant 
cette notion n'a de sens que dans les categories de Segal, ce que J pre n'est 
pas. Cest la raison pour laquelle nous allons definir une notion de morphisme 
quasi-inversibles dans une precategorie de Segal ainsi qu'une notion de proto- 
groupo'ide de Segal qui permettront de comprendre ce qu'est un element d'une 
precategorie de Segal qui aura vocation a etre inversible dans la categorisation 
de cette precategorie, mais aussi ce qu'est une precategorie de Segal dont la 
categorisation est un groupo'ide de Segal. 

Definition 6.2.5 Une precategorie de Segal A est un proto-groupoide de Segal 

si, pour tout element u de A 1 qui n'est pas I 'arete exterieure d'un simplexe, il 

existe un element v de A\, deux elements 7\ et T 2 de A 2 et deux morphismes 

a et [3 de l'intervalle I dans A 1 tels que : 

-u = <V( T i) = <M T 2) etv = S 1 , 2 (T 1 ) = 6 ,i(T 2 ), 

-a(0) = 5 , 2 (7i) et a(l) = Id s{u) , 

-P(0) = S , 2 (T 2 ) et(3{l) = Id s(v) . 

On dira alors que V element u est proto-inversible. 

II est clair que tout groupo'ide de Segal est un proto-groupoide de Se- 
gal. Nous allons maintenant montrer que les precategories de Segal proto- 
groupoi'diques sont bien des precategories de Segal dont la categorisation est 
un groupo'ide de Segal. Nous allons montrer ce resultat en plusieurs etapes. 
Supposons dans un premier temps que la categorisation preserve la notion 
de proto- groupo'ide, alors le resultat de la categorisation est une categorie de 
Segal proto- groupoi'dique. Montrons done qu'une telle categorie de Segal est 
en fait un groupo'ide de Segal. 

Lemme 6.2.6 Toute categorie de Segal proto- groupoi'dique est un groupo'ide 
de Segal. 
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Preuve : 

Soit A une categorie de Segal proto-groupoidique. Soit un morphisme de la 
categorie T\(A). Deux cas se presentent. 

Si n'est pas une composee de morphismes de Ti(A), alors ses representants / 
dans A\ non plus. Et comme A est un proto-groupo'ide, / est proto-inversible. 
Done il existe v,Ti,T 2 ,a, j3 le rendant proto-inversible. Or les morphismes 
a, (3 : I — > A 1 signifient par propriete de / que ^0,2(^1) ~ ^s(/) et 5o t 2(T 2 ) ~ 
Idb(f). Done dans Ti(A), on obtient que v o f — /c4(/) et / o v — Id s ^, i.e. 
que (f> — f est inversible. 

Si est une composee, il existe un n-uplet de morphismes (0i, . . . , n ) qui ne 
sont pas des composes et tels que en soit la composee. Comme A est proto- 
groupoi'dique, d'apres ce qui precede, les 0j sont des isomorphismes pour i de 
lan. Done leur composee aussi. 

Ainsi tous les morphismes de Ti(A) sont des isomorphismes et done Ti(A) 

est un groupo'ide. 

CQFD. 

Avec ce resultat, il ne reste done plus qu'a prouver que la categorisation 
preserve la notion de proto-groupo'ide pour montrer que la categorisation d'un 
proto-groupo'ide de Segal est un groupo'ide de Segal. 

Lemme 6.2.7 Si A est un proto-groupoi'de de Segal, alors Cat(A) est un 
groupoi'de de Segal. 

Preuve : 

Le procede de categorisation consiste en une colimite sequentielle transfmie 
de sommes amalgamees par des fleches generatrices. Celles-ci sont de deux 
types. Comme, pour la donnee de Segal que Ton considere sur les ensembles 
simpliciaux, la famille TQ\ est vide, regardons de plus pres la famille TQ1. 
Cette derniere est formee par les fleches de type Boit m (f) ou / appartient a 
JF 2 . En outre tous les morphismes du but de Boit m (f) vers A (ou vers l'une des 
etapes de la categorisation) correspondent a des diagrammes du type suivant : 

dA[n] ► A m 



A[n] ► A l x Ao . . . x Ao A l 
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Or les elements de A± apparaissant dans ce diagramme sont les projections 
des images dans A 1 x^ . . . x^ A 1 des objets de <9A[n] et de A[n]. Comme 
<9A[n] et A[n] ont les memes objets pour n > 0, seules les fleches de type 
Boit m (f) avec / : — > * modifient (en en rajoutant) des elements de A\. Plus 
explicitement, Boit m {$ — > *) n'est autre que T(m) — > A[m] dont le rajout 
equivaut a donner une composee a un m-uplet de morphismes composables. 
On en conclut done que les elements de Cat{A)\ correspondent tous a des 
n-uplets d'elements de A-y non composes d'autres elements. 

Soit un morphisme de Ti(Cat(A)). Par ce qui precede, e'est la composee 
d'un n-uplet (0i,...,0 n ) de morphismes composables de T\{A) qui ne sont 
pas des composes d'autres morphismes. Or ces derniers sont inversibles dans 
T\{A) car A est un proto-groupo'ide de Segal. Done ils sont aussi inversibles 
dans Ti(Cat(A)). Comme toute composee d'inversibles est inversible, est 
inversible, done Ti(Cat(A)) est un groupo'fde. 
CQFD. 

Avec cette notion de proto-groupo'ide de Segal, on peut mieux formuler 
l'existence et les proprietes de la precategorie de Segal J pre . En outre si l'on 
demande que J pre soit un proto-groupo'ide de Segal, alors, par le resultat que 
l'on vient de montrer, sa categorisation J sera bien un groupo'ide de Segal. 

Proposition 6.2.8 (-definition) II existe un proto-groupoide de Segal J pre 
ayant deux objets notes et 1 et un morphisme note u de a 1 et qui verifie 
la propriete suivante : 

pour toute precategorie de Segal A et pour tout element f de Ai proto-inversible, 
il existe un morphisme de J pre vers A envoy ant u sur f . 

Preuve : 

Donnons une construction pour J pre . On commence par prendre le coproduit 
de deux A[0] notes et 1. On prend ensuite la somme amalgamee de ce co- 
produit avec un coproduit de deux A[l] notes u et v sur un coproduit de deux 
A[0]]JA[0] telle que s(u) = = b(v) et b(u) = 1 = s(v). Puis prenons la 
somme amalgamee de ce qui precede par un coproduit de deux A [2] notes 7\ 
et T2 sur un coproduit de deux A[l] [JA[1] telle que 5o,i(2~i) — u — (^(T^) et 
^1,2(^1) — v — 50,1(^2)- Enfin considerons la somme amalgamee de la construc- 
tion precedente par un coproduit de deux A[1]0/ notes a et j3 sur un copro- 
duit de deux A[l] ]\ A[lJ telle que a -> (^(^i), Ida) et (3 -»• (5 0i2 (T 2 ), Id^. 
II est facile de voir que J pre ainsi defini est bien un proto-groupo'ide de Segal. 
La propriete de J pre est egalement evidente car il suffit d'envoyer u sur / et 
v, Ti, T 2 , a, (5 sur les elements rendant / proto-inversible. 



283 



CQFD. 



Le proto-groupo'ide de Segal J pre etant defini, on peut maintenant enoncer 
l'existence et les proprieties de sa categorisation J. 

Proposition 6.2.9 (-definition) II existe un groupoi'de de Segal J ayant 
deux objets equivalents notes et 1 verifiant la propriete suivante : pour toute 
categorie de Segal facile A et pour tout couple (a, b) d 'objets de A equivalents, 
il existe un morphisme de J vers A envoy ant et 1 sur a et b. 

Preuve : 

Posons J = Cat(J pre ). Comme J pre est proto-groupo'idique par definition, sa 
categorisation J est bien un groupo'ide de Segal, d'apres le lemme precedent. 
En outre, le fait que u soit un morphisme proto-inversible entre et 1 dans 
J pre assure que u est inversible a homotopie pres dans J, done que et 1 sont 
equivalents dans J. 

Soit A une categorie de Segal facile et a et b deux de ses objets ayant la pro- 
priete d'etre equivalents. Ceci signifie qu'il existe un morphisme / de vers 1 
qui est inversible a homotopie pres, en particulier / est proto-inversible. Par 
definition de J pre , il existe done un morphisme de J pre vers A envoyant u sur 
/, done et 1 sur a et b. Comme A est une categorie facile, ce morphisme se 
factorise par Cat(J pre ) = J. 
CQFD. 

On a done bien defini un intervalle J qui reconnait les objets equivalents 
d'une categorie de Segal facile. Toutefois pour que cet intervalle verifie la 
partie c) de l'hypothese R') de l'ebauche 2 du theoreme central, il va falloir 
au prealable montrer qu'une equivalence entre groupo'ides de Segal equivaut 
a une equivalence d'homotopie faible entre leurs realisations geometriques. 
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6.3 Theorie homotopique des groupoides de 
Segal 

L'idee pour montrer qu'il existe une equivalence de categories de Segal en- 
tre l'intervalle J et sa sous-categorie de Segal pleine d'objet est de travailler 
au niveau des realisations geometriques de J et de sa sous-categorie de Segal 
pleine d'objet 0. Evidemment cela n'est realisable que si Ton montre qu'une 
equivalence entre groupoides de Segal equivaut a une equivalence d'homotopie 
faible entre leurs realisations geometriques. Ami de montrer ce result at, nous 
allons montrer l'equivalence des theories homotopiques des groupoides de Se- 
gal et des espaces topologiques en nous inspirant de l'equivalence de theories 
homotopiques entre les ensembles simpliciaux et les espaces topologiques. Mais 
commengons tout d'abord par definir la realisation geometrique des groupoides 
de Segal. 

6.3.1 Realisation geometrique 

Comme les precategories de Segal sont des ensembles bi-simpliciaux, il 
existe une realisation geometrique naturelle les concernant. 

Definition 6.3.1 Le foncteur realisation geometrique \ .\ des precategories de 
Segal est la composee de Vinclusion des precategories de Segal dans les en- 
sembles bi-simpliciaux avec le foncteur realisation geometrique des ensembles 
bi-simpliciaux. 

Comme nous voulons etudier de pres la realisation geometrique de l'in- 
tervalle J, nous allons chercher un espace topologique simple avec lequel sa 
realisation est homotope. Cependant comme J est defini comme un categorise, 
il est vraiment difficile de calculer sa realisation, ce qui n'est pas le cas du 
proto-groupoide de Segal J pre dont il est le categorise. Commengons done par 
trouver a quel espace est homotope J pre . 

Lemme 6.3.2 \J pre \ est homotope a une sphere. 

Preuve : 

Comme le foncteur | . | preserve les colimites par composee de foncteurs preser- 
vant les colimites, on obtient que \J pre \ est la colimite des realisations geo- 
metriques des elements dont J pre est la colimite, a savoir deux points et 
1, deux segments u et v, deux triangles Ti et T 2 et deux disques a et f3, 
realisations geometriques de A[l]07. 

Montrons que \J pre \ est isomorphe a un cylindre ferme. Considerons le cylindre 
ouvert K. x [0, l]/(x, y) ~ (x + 1, y). Envoyons alors sur le point (0, 1), 1 sur 
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le point (1/2,0), u sur le segment {t(0, 1) +t'(l/2, 0), t + f = 1,0 < t,t' < 1}, 
vsur le segment {1/(1, 1) +t(l/2, 0), t + t' = 1,0 < t,t' < 1}, 7\ sur le triangle 
{t(0, l)+t'(l/2,0)+f"(l, 1), t + t' + t" = 1,0 < t,f,t" < 1} et T 2 sur le triangle 
0(1/2, 0) + t'(l, 1) + £"(3/2, 0), t + t' + t" = 1, < t, t', t" < 1}. II est facile de 
voir d'une part que cela definit bien une application de \J pre \ prive des deux 
disques a et j3 vers le cylindre ouvert, et d'autre part que cette application est 
bijective. Le disque a se colle sur | J pre \ prive des deux disques de la maniere 
suivante : le bord du disque se colle sur le cercle realisation geometrique de 
^0,2(^1)- Or ce dernier s'envoie dans le cylindre sur le bord haut du cylindre 
({(t, 1),0 < t < 1}). Ainsi le disque a correspond au couvercle du haut du 
cylindre. De meme, le disque (3 correspond au couvercle du bas du cylindre. 
Done I Jp re \ est bien isomorphe a un cylindre ferine, i.e. avec ses couvercles, et 
ainsi | J pre | est bien homotope a une sphere. 
CQFD. 

Bien entendu ceci ne repond pas a la question du type d'homotopie de 
la realisation de J. Neanmoins J est la categorisation de J pre et, comme la 
realisation geometrique commute aux colimites, la realisation geometrique de 
J n'est autre que la "categorisation" de la realisation geometrique de J pre . 
II faut done montrer que cette "categorisation" des realisations geometriques 
conserve l'homotopie. Plus precisement, il s'agit de faire une colimite sequen- 
tielle transfmie de sommes amalgamees a partir des realisations geometriques 
des Heches generatrices des categories de Segal faciles. Comme la categorie des 
espaces topologiques est une categorie de modeles fermee, il suffit de montrer 
que les realisations geometriques des fleches generatrices des categories de 
Segal faciles sont des cofibrations triviales d'espaces topologiques pour montrer 
que la "categorisation" des realisations geometriques conserve l'homotopie. 

Lemme 6.3.3 La realisation geometrique d'une fleche de TQ1 est une cofi- 
bration triviale dans la categorie de modeles fermee TOT. 

Preuve : 

Tout d'abord on remarque que la realisation geometrique preserve les cofibra- 
tions comme composee de foncteurs les preservant. Ainsi comme les fleches 
de TQ1 sont des cofibrations, leurs realisations geometriques egalement. Pour 
montrer que les realisations geometriques des fleches de TQ1 sont des equi- 
valences d'homotopie faibles, on prendra bien garde de ne pas dire que e'est 
par preservation des equivalences faibles par realisation geometrique, car un tel 
resultat sur les precategories de Segal n'existe pas. En revanche, on calculera 
explicitement ce que valent les realisations des fleches de TQ1 et on observera 
aisement que ce sont des inclusions d'espaces topologiques dont la source est 
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un retract par deformation du but. Ces calculs sont assez semblables, pour ne 
pas dire identiques, a ceux de Tamsamani dans [B]. Ainsi les realisations des 
fleches de TQ2 sont des equivalences d'homotopie faibles. 
CQFD. 

Grace a ce resultat, nous pouvons maintenant montrer que les realisations 
geometriques d'une precategorie de Segal et de sa categorisation sont homo- 
topes. 

Lemme 6.3.4 SoitA une precategorie de Segal. Alors {can^l : \A\ — > \Cat(A)\ 
est une equivalence d'homotopie faible. 

Preuve : 

Comme le foncteur realisation geometrique preserve les colimites, la realisation 
de can a est la colimite sequentielle transfmie commengant avec la realisation 
geometrique de A de sommes amalgamees le long d'un morphisme des realisa- 
tions geometriques des fleches generatrices. Ici les seules fleches generatrices 
appartiennent a TQ2 car TQ\ est vide. Or, d'apres le lemme precedent les 
realisations geometriques de ces fleches sont des cofibrations triviales dans 
TOV. Comme TOV est une categorie de modeles fermee, les cofibrations 
triviales sont stables par sommes amalgamees le long d'un morphisme et par 
colimite sequentielle transfmie. Done la realisation de can a est une cofibration 
triviale, done en particulier une equivalence d'homotopie faible. 
CQFD. 

Comme nous avons deja montre que la realisation geometrique de J pre 
est homotope a une sphere, il decoule de la preservation de l'homotopie des 
realisations geometriques par categorisation que la realisation geometrique de 
l'intervalle J est aussi homotope a une sphere. 

Corollaire 6.3.5 \J\ est faiblement homotope a une sphere. 

Preuve : 

Comme \J pre \ est homotope a une sphere et que J n'est autre que Cat(J pre ), 
alors \J\ est faiblement homotope a une sphere par le lemme precedent ap- 
plique a J pre . 
CQFD. 

Avant de se preoccuper de montrer qu'il existe un morphisme entre l'in- 
tervalle J et sa sous-categorie pleine d'objet dont la realisation geometrique 
est une equivalence d'homotopie, montrons tout d'abord que pour prouver 
qu'un morphisme de groupo'ides de Segal est une equivalence de categories de 
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Segal il faut et il suffit de montrer que sa realisation geometrique est une equi- 
valence d'homotopie. Comme nous avons un foncteur realisation geometrique 
des precategories de Segal vers les espaces topologiques, definissons un fonc- 
teur singulier des espaces topologiques vers les precategories de Segal. 

6.3.2 Foncteur singulier des espaces topologiques vers 
les groupoides de Segal 

Pour definir un foncteur singulier qui a tout espace topologique associe une 
precategorie de Segal, comme pour la realisation geometrique, on va remarquer 
que la categorie des precategories de Segal est une sous-categorie pleine de celle 
des ensembles bi-simpliciaux. 

Definition 6.3.6 Soit X un espace topologique. On definit SSing(X) de la 
maniere suivante : on considere d'abord le foncteur covariant A[.] : A — > 
EM SSXMV qui a un entier n associe V 'ensemble simplicial A[n]. On prend 
sonproduit avec lui-meme A[.] x A[.] : Ax A -> EM SSXMV x EM SSXMV et 
on le compose avec le bi-foncteur covariant *0* : EM SSXMVxEM SSXMV — > 
EM SSXMV — VC. Puis on compose cela par le foncteur realisation geometrique 
des precategories de Segal |.| : EM SSXMV — VC — > TOV qui est covari- 
ant. Enfin on compose le tout avec le foncteur contravariant Homrov{-i X) : 
TOV — > EMS. Le resultat de toutes ces compositions est un foncteur con- 
travariant de A x A vers EMS que Von notera Sing(X). 
On peut resumer par la formule suivante : 

SSing(X) = Hom T ov(\ A[.]6A[.] |, X) 

Bien evidemment cette construction est bien fonctorielle et a valeurs dans 
les precategories de Segal. 

Lemme 6.3.7 La construction SSing(.) est un foncteur covariant de la cate- 
gorie des espaces topologiques vers celle des precategories de Segal, appele 
foncteur singulier. 

Preuve : 

La fonctorialite de SSing(.) vient de la fonctorialite de Homrovd ^[-]€)A[.]|, X) 
en X. Par construction SSing(X) est un ensemble bi-simplicial. Pour mon- 
trer que c'est une precategorie de Segal, il faut montrer que SSing(X) est 
un ensemble discret. Pour cela il suffit de remarquer que par construction les 
A[O]0A[m], pour m > 0, sont tous egaux entre eux et valent A[0] et que 
les applications entre eux induites par la categorie simpliciale A valent toute 
l'identite de A . Comme Homrori-, X) es t un foncteur a X fixe, il vient que 
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tous les SSing(X) 0jTn sont egaux entre eux et que les morphismes dus a la 
structure simpliciale en le second indice sont tous des identites. Ceci montre 
que SSing(X) est discret et done que SSing(X) est une precategorie de Se- 
gal pour tout espace topologique X. 
CQFD. 

Comme pour les ensembles simpliciaux le foncteur singulier est adjoint 
au foncteur realisation geometrique, on s'attend a ce que ce soit aussi le cas 
ici. L'idee pour montrer cette adjonction est d'utiliser le lemme de Yoneda. 
Donnons done une sorte de lemme de Yoneda pour les precategories de Segal. 

Lemme 6.3.8 Pour toute precategorie de Segal A et pour tout couple (m,n) 
d'entiers, V 'ensemble A m , n est naturellement isomorphe a V 'ensemble des mor- 
phismes de precategories de Segal allant de A[m]9A[n] vers A. 

Preuve : 

Par propriete de la construction 0, on a un isomorphisme naturel entre l'ensem- 
ble des morphismes dans C — VC de A[m]QX vers A envoyant le m + 1-uplet 
d'objets (0, . . . , m) de A[m]0J sur le m+l-uplet d'objets (ao, . • • , a m ) de A et 
l'ensemble des morphismes dans C de X vers A m (a , . . . , a m ). Ceci est en parti- 
culier vrai pour C = EM SSXMV . En outre, par Yoneda, l'ensemble des mor- 
phismes dans EM SSXMV de A[n] vers A m (a , . . . , a m ) est naturellement iso- 
morphe a l'ensemble (A m (ao, . . . , a m )) n qui n'est autre que A mj „(ao, . . . , a m ), 
par bi-simplicialite de A. Ceci montre que l'ensemble des morphismes dans 
EM SSXMV — VC de A[m]0A[w] vers A envoyant le m + 1-uplet d'objets 
(0, . . . , m) de A[m)QX sur le m + 1-uplet d'objets (a , . . . , a m ) de A est na- 
turellement isomorphe a l'ensemble A mjn (a , • • • , o, m ). Comme l'ensemble A m ^ n 
est le coproduit des A mi?l (ao, . . . , a m ) avec (ao, . . . , a m ) decrivant le produit m 
fois de l'ensemble Aq avec lui-meme, il vient que l'ensemble des morphismes 
dans EM SSXMV — VC de A[m]9A[n] vers A est naturellement isomorphe a 
l'ensemble A m ^ n . 
CQFD. 

Comme par ce simili-lemme de Yoneda, un element de A mjTl est represents 
par la precategorie de Segal A[m]9A[n], il vient que toute precategorie de 
Segal n'est autre qu'une colimite de ces precategories elementaires A[m]0A[n]. 

Corollaire 6.3.9 Toute precategorie de Segal A est naturellement isomorphe 
a la colimite des A[m]9A[n], pour m,n e N, indexe par les ensembles de 
morphismes de precategories de Segal de A[m]9A[n] vers A. 

Preuve : e'est une consequence immediate de l'isomorphisme naturel du lemme 
precedent. CQFD. 
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De ce resultat decoule l'adjonction entre le foncteur singulier et le foncteur 
realisation geometrique des precategories de Segal. 

Corollaire 6.3.10 Le foncteur singulier SSing est adjoint a droite du fonc- 
teur realisation geometrique. 

Preuve : 

Soient A une precategorie de Segal et X un espace topologique. Par le corol- 
laire precedent, A est naturellement isomorphe a la colimite des A[m]9A[n]. 
Done comme |.| est un foncteur preservant les colimites, \A\ est naturellement 
isomorphe a la colimite des | A[m]0A[n]|. Par propriete universelle de la col- 
imite, il vient que Homrov(\A\, X) est naturellement isomorphe a la colimite 
des Homrovd A[m]0A[n]|, X). Or cet ensemble n'est autre que SSing(X) m ^ ni 
qui par le lemme precedent est naturellement isomorphe a l'ensemble des mor- 
phismes de precategories de Segal de A[m]0A[n] dans SSing(X). Ainsi 
Homrov{\A\->X) est naturellement isomorphe a la colimite des 
Horn£jvssiMV-vc(A[rn\GA[n\i SSing(X)). Par le corollaire precedent, A est 
isomorphe a la colimite des A[m]0A[n]. Done par propriete universelle de la 
colimite, il vient que la colimite des Horri£NssiMV-vc(A[m]QA[n], SSing(X)) 
est naturellement isomorphe a Horri£NssTMV-vc{A, SSing(X)). 
On a done bien que Hom,Tov(\A\, X) est naturellement isomorphe a 
Hom £Af ssxMV-vc(A SSing(X)). 
CQFD. 

Cependant de meme que le foncteur singulier des ensembles simpliciaux 
tombe dans les ensembles simpliciaux fibrants de Kan, le foncteur singulier 
SSing tombe dans les groupoides de Segal. 

Lemme 6.3.11 Pour tout espace topologique X , la precategorie de Segal 
SSing(X) est un groupoi'de de Segal. 

Preuve : 

On a deja vu que SSing(X) est une precategorie de Segal pour tout espace 
topologique X. Montrons tout d'abord que cette precategorie de Segal est une 
categorie de Segal facile, i.e. se releve par rapport aux fleches de la famille 
puisque la famille TQ\ est vide. Considerons alors un diagramme du 
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type suivant 



SSing(X) 



fefQ 2 



3? 



B 

Par adjonction des foncteurs SSing et |.|, on obtient alors le diagramme 
equivalent suivant : 



\9\ 



X 



l/l 



3? 



151 



Comme dans la demonstration de la preservation du type d'homotopie de 
la realisation geometrique par categorisation, en calculant explicitement les 
realisations geometriques des fleches de on trouve que ce sont des inclu- 
sions munies de retractions qui en font des equivalences d'homotopie faibles. 
Soit r : \B\ — > \A\ la retraction de |/|, on a done que r o |/| = Id\A\- Alors la 
composee \g\ o r qui va de \B\ vers X verifie l'egalite suivante : 



(\g\°r) o |/| = \g\ o (r o |/|) = \g\ oId\ A \ = \g\. 

Done \g\ o r est un relevement du second diagramme. Comme par adjonction 
des foncteurs SSing et | . | , les deux diagrammes sont equivalents, alors le pre- 
mier diagramme se releve, ce qui montre que SSing(X) se releve par rapport 
aux fleches de TQ 2 - Ainsi SSing(X) est une categorie de Segal facile. 

Montrons maintenant que SSing(X) un groupo'ide de Segal, i.e. que 
Ti(SSing(X)) est un groupo'ide. Soit u un morphisme de r-y{SSing{X)) et / 
un element de SSing(X)i representant la classe u. f est done une application 
continue de |A[1]0A[O]|, qui n'est autre que le segment [0, 1], vers X, done / 
est un chemin de X. Considerons alors / _1 le chemin inverse de /. Notons v 
sa classe dans Ti(SSing(X)). Comme les chemins composes / _1 o / et / o / _1 
sont homotopes aux chemins constants Id s ^ et Id^j^ dans Ti(SSing(X)) 
ceci se traduit par le fait que v o u et uov sont des identites, done que u est 
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inversible d'inverse v. On a done montre que Ti(SSing(X)) est un groupoide, 

done que SSing(X) est un groupoide de Segal. 

CQFD. 

Ainsi pour tout espace topologique X, SSing(X) est un groupoide de 
Segal. De ce fait, le groupoide de Segal SSing(X) possede des groupes d'ho- 
motopie qu'il serait interessant de comparer a ceux de l'espace topologique 
X. 

Lemme 6.3.12 Pour tout espace topologique X , les groupes d'homotopie du 
groupoide de Segal SSing(X) sont isomorphes naturellement a ceux de X . 

Preuve : 

Pour commencer, remarquons que la realisation geometrique de A[1]0A[O] 
est le segment [0, 1], qui est l'espace topologique caracterisant les chemins. 
La realisation geometrique de A[1]0A[1] est le carre [0,1] x [0,1] quotiente 
par la relation suivante : (0,y) ~ (0, y') et (1,2/) ~ (1)2/0- O r ce ^ espace 
topologique caracterise les homotopies de chemins a extremites fixes. Pour 
n > 1, la realisation geometrique de A[l]0A[n] est le cylindre de base un 
n-simplexe [0, 1] x [0, 1]™ quotiente par la relation suivante : (0, Y) ~ (0, Y') 
et (1,Y) ~ (1,Y'). Cet espace topologique caracterise les compositions de n 
homotopies entre n + 1 chemins ayant les memes extremites. 

De ces constatations decoulent les identifications suivantes : SSing(X)i$ est 
l'ensemble des chemins de X, SSing(X)\^ est l'ensemble des homotopies de 
chemins del a extremites fixes et, pour n > 1, SSing(X)i yTl est l'ensemble 
des compositions de n homotopies de chemins de X a extremites fixes. Or 
ceci n'est autre que l'ensemble simplicial Sing(X^ > ^) ) image de l'espace des 
chemins de X par le foncteur singulier des ensembles simpliciaux. De meme, 
on obtient que l'ensemble simplicial SSing(X)i(x,x) n'est autre que l'ensem- 
ble simplicial Sing(Q(X,x)), image de l'espace des lacets de I en i par le 
foncteur singulier des ensembles simpliciaux. 

Comme on a vu au lemme precedent que SSing(X) est un groupoide de 
Segal, on peut done parler de ses groupes d'homotopie. Soit n > 1, on a par 
definition des groupes d'homotopie d'un groupoide de Segal que 

■K n (SSing(X),x) = n n - 1 (\SSing(X) 1 (x,x)\,Id x ). 

Or on a vu ci-dessus que SSing(X)i(x,x) n'est autre que Sing(Q(X,x)). 
Comme en outre le couple de foncteurs (\.\,Sing) forme une paire d'equi- 
valences de Quillen entre la categorie des ensembles simpliciaux et celle des 
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espaces topologiques, la realisation geometrique de Sing(Q(X,x)), done de 
SSing(X)i(x,x), est naturellement isomorphe a Q(X,x). Ainsi 
n n -i(\SSing(X)i(x, x)\, Id x ) est naturellement isomorphe au groupe 
ir n -i(Q(X, x), Id x ) qui n'est autre que n n (X,x), par propriete de Q(X,x). 
On a done montre que pour tout entier n > 1, les groupes d'homotopie 
7r n (SSing(X),x) et 7i n (X,x) sont naturellement isomorphes. Et on montre 
de maniere similaire que le groupe d'homotopie iri(SSing(X),x), qui par 
definition n'est autre que ir (\SSing(X)(l, 1)|), est naturellement en rejec- 
tion avec ir (Q(X,x)), qui n'est autre que 7ii(X,x). Ceci au passage munit 
iri(SSing(X),x) d'une structure de groupe. 

Comme on l'a vu precedemment, SSing(X)i est en fait Sing(X^) et done 
sa realisation est naturellement isomorphe a X^ ' 1 ], car (\.\,Sing) est une 
paire d'equivalences de Quillen. Ainsi T\(SSing(X))i, qui par definition vaut 
iro(\SSing(X)i\), est naturellement en bijection avec ^(A' ' 1 '). Comme tout 
element de Ti(SSing(X)) 1 est une classe represents par un chemin de X et 
que toute classe est inversible car SSing(X) est un groupo'ide de Segal, tout 
chemin represente dans Ti(SSing(X)) une equivalence entre ses extremites. 
Ceci montre que si deux points de X sont dans la meme composante con- 
nexe, comme alors il existe un chemin les liant et que ce chemin represente 
une equivalence entre eux, par ce qui precede, alors ces deux points ont meme 
classe dans To(SSing(X)) = n Q (SSing(X)). Reciproquement, si deux points 
de SSing(X) sont equivalents, il existe un isomorphisme dans Ti(SSing(X)) 
qui est une classe dont tous les representants sont des chemins liant ces deux 
points qui sont, par consequent, dans la meme composante connexe. Ainsi 
on a montre que le morphisme identique entre les objets de SSing(X) et les 
points de X induit une bijection entre les ensembles quotients n (SSing(X)) 
et vr (X). 
CQFD. 

Ce resultat d'equivalence de notions homotopiques entre X et SSing(X) 
entraine le fait que toute equivalence d'homotopie faible entre espaces topologiques 
donne lieu par le foncteur singulier SSing a une equivalence de categories de 
Segal entre groupoides de Segal. 

Corollaire 6.3.13 Soit f : X — > Y une application continue d'espaces topologiques 
simplement connexes. Si f est une equivalence d'homotopie faible alors SSing(f) 
est une equivalence de categories de Segal. 

Preuve : 

Par le lemme precedent, les groupes d'homotopie des groupoides de Segal 
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SSing(X) et SSingiY) sont naturellement isomorphes a ceux de X et Y. 
Comme / est une equivalence d'homotopie faible, i.e. induit des isomorphismes 
sur les groupes d'homotopie de X et Y, ce resultat entraine que SSing(f) in- 
duit des isomorphismes sur les groupes d'homotopie des groupoides de Segal 
SSing(X) et SSingiY). Toutefois comme on l'a vu au lemme IB .2 .41 cela ne 
suffit pas a montrer que SSing(f) est une equivalence de categories de Segal, 
sauf si SSing(X) et SSingiY) sont simplement connexes. Or ceci est vrai 
car X et Y sont simplement connexes par hypothese et que ces derniers ont 
memes groupes d'homotopie que SSing(X) et SSingiY). 
CQFD. 

Ici l'hypothese de simple connexite est necessaire car, dans ce cas, un mor- 
phisme de groupo'ide de Segal induisant des isomorphismes sur les groupes 
d'homotopie est une equivalence de categories de Segal. 

Grace a ce resultat, nous avons fait un premier pas dans la demonstration 
de l'equivalence entre equivalences de groupoides de Segal et equivalences d'ho- 
motopie de leurs realisations geometriques. Afin d'aller plus avant sur cette 
voie, nous avons besoin d'introduire la notion de categories topologiques, car 
Segal a montre sur les groupoides topologiques un resultat fondamental pour 
ces histoires d'equivalence de theories homotopiques (voir jHj). 

6.3.3 Groupo'ide topologique 

Pour definir la notion de categorie topologique, nous devons tout d'abord 
nous donner une donnee de Segal sur les espaces topologiques. Comme nous 
voulons que les categories topologiques ne soient pas trop eloignees des cate- 
gories de Segal, nous allons nous inspirer de la donnee de Segal defmissant les 
categories de Segal pour definir les elements constitutifs de la donnee de Segal 
qui va definir les categories topologiques. 

Proposition 6.3.14 (-definition) La categorie TOV munie des notions suiv- 
antes forme une donnee de Segal : 

-un espace topologique regal est un espace topologique quelconque, 

-une alliance d 'espaces topologiques regaux est une equivalence d'homotopie 

faible, 

-le foncteur de troncature r des espaces topologiques regaux est le foncteur 
composante connexe n , 

Pour cette donnee de Segal, les C-precategories seront appelees les precategories 
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topologiques, les C-categories les categories topologiques et les equivalences de 
C-categories les equivalences de categories topologiques. 

Preuve : les proprietes de donnee de Segal se verifient tres facilement. 

De meme que nous avons defini la notion de groupoide de Segal pour les 
categories de Segal, nous allons pareillement definir une notion de groupoide 
topologique pour les categories topologiques. 

Definition 6.3.15 Une categorie topologique A est un groupoide topologique 
si Ti(A) est le nerf d'un groupoide au sens des categories. Les morphismes de 
groupoides topologiques sont les morphismes de precategories topologiques et 
les equivalences de groupoides topologiques sont les equivalences de categories 
topologiques. 

Comme le foncteur realisation geometrique des ensembles simpliciaux per- 
met de passer de la categorie EM SSXM.V a la categorie TOV tout en pre- 
servant la notion de donnee de Segal, nous allons voir comment le foncteur 
induit des precategories de Segal aux precategories topologiques se comporte 
vis-a-vis des notions de categorie, de groupoide et d'equivalence. 

Lemme 6.3.16 Notons \.\ S im P l& foncteur realisation geometrique des en- 
sembles simpliciaux. Ce foncteur induit un foncteur, que Von notera iden- 
tiquement, de la categorie des precategories de Segal vers la categorie des 
precategories topologiques preservant les notions de categorie, d'equivalence de 
categories, de groupoide et de r . Plus precisement, on a : 

1) A est une categorie de Segal si et seulement si \A\ simp est une categorie 
topologique, 

2) pour toute categorie de Segal A, on a que T\{A) = Ti(\A\ sirnp ), en particulier 
t q (A) = r (\A\ simp ), 

3) soit f est un morphisme de categories de Segal, f est une equivalence de 
categories de Segal si et seulement si \f\ S i mp est une equivalence de categories 
topologiques, 

4) soit A une categorie de Segal, A est un groupoide de Segal si et seulement 
si \A\ simp est un groupoide topologique. 

Preuve : 

1) Soit A une precategorie de Segal. La precategorie topologique |A| simp n'est 
autre que la composee du prefaisceau A avec le foncteur |.| S j mp . Comme le fonc- 
teur realisation geometrique des ensembles simpliciaux preserve les produits 
fibres, les morphismes de Segal de |A| S j mp ne sont autres que les realisations 
geometriques de ceux de A. Or ces derniers sont des equivalences faibles 
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d'ensembles simpliciaux par definition si et seulement si leurs realisations 
geometriques sont des equivalences d'homotopie faibles. Ainsi les morphismes 
de Segal de A sont des equivalences faibles d'ensembles simpliciaux si et seule- 
ment si les morphismes de Segal de |A| S j mp sont des equivalences d'homotopie 
faibles, ce qui signifie que A est une categorie de Segal si et seulement si |A| S j mp 
est une categorie topologique. Ceci montre la premiere partie du lemme. 

2) Par definition, la categorie T\{A) est obtenue par composition du prefaisceau 
A par le foncteur r des ensembles simpliciaux. Or ce dernier n'est autre que la 
composee du foncteur realisation geometrique des ensembles simpliciaux avec 
le foncteur composante connexe des espaces topologiques. On a done l'egalite 
ci-dessous : 

Ti(A) = 7T O \.\ simp O A = 7T o \A\ simp = n (\A\ simp ). 

D'un autre cote, pour une categorie topologique B, la categorie Ti(B) est 
obtenue par composition du prefaisceau B par le foncteur r des espaces 
topologiques qui n'est autre que le foncteur composante connexe 7r . Par ce 
qui precede, comme A est une categorie de Segal, |A| simp est une categorie 
topologique, done la categorie Ti(|A| simp ) est la composee du prefaisceau |A| simp 
par le foncteur 7r . On a done l'egalite suivante : 

Tl(|^4|simp) — TTf) ° |^4|simp = ( | A\ simp) ■ 

En comparant les egalites, il vient que T\(A) et Ti(|A| S j mp ) sont egaux par 
definition meme des T\. Comme en outre To (A) est l'ensemble des classes d'i- 
somorphismes d'objets de la categorie T\{A) et que ro(|A| S j mp ) est l'ensem- 
ble des classes d'isomorphismes d'objets de la categorie Ti(\A\ simp ), l'egalite 
des deux categories Ti(A) et Ti(\A\ sirnp ) entraine celle des ensembles r (A) et 
To (I ^4 1 simp), ce qui montre la deuxieme partie du lemme. 

4) En outre dire qu'une categorie de Segal A est un groupo'ide de Segal e'est 
dire que T\(A) est le nerf d'un groupo'ide, et dire que la categorie topologique 
|^4|simp est un groupo'ide topologique e'est dire que Ti(|A| S j mp ) est un nerf de 
groupo'ide. Or l'egalite des categories T\(A) et Ti(|v4| siTrip ) entraine que A est 
un groupo'ide de Segal si et seulement si |A| S j mp est un groupo'ide topologique, 
ce qui montre la quatrieme partie du lemme. 

3) Soit / un morphisme de categories de Segal. L'egalite entre les r des 
categories de Segal et de leurs categories topologiques realisees entraine l'egalite 
entre r (/) et T (|/| S j mp ). Ainsi on obtient que / est essentiellement surjective 
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si et seulement si \f\ S imp l'est. En outre comme la realisation geometrique 
des ensembles simpliciaux preserve les produits fibres, il vient que, pour tout 
couple d'objets (x,y) de la source de /, (\f\ S i m p)i(x,y) n'est autre que la 
realisation geometrique de fi(x,y). Ainsi on obtient que fi(x,y) est une equi- 
valence faible d'ensembles simpliciaux si et seulement si (\f\ S imp)i(x, y) est une 
equivalence d'homotopie faible, ce qui signifie que / est pleinement fidele si et 
seulement si |/| S i mp Test. On a done bien montre que / est une equivalence de 
categories de Segal si et seulement si \f\ S imp es t une equivalence de categories 
topologiques, ce qui montre la troisieme partie du lemme. 



Nous venons done de montrer que la notion d'equivalence de categories de 
Segal est equivalente a celle d'equivalence de categories topologiques. Ainsi 
le probleme de l'equivalence entre equivalences de groupo'ides de Segal et 
equivalences d'homotopie faibles de leurs realisations geometriques devient 
un probleme d'equivalence entre equivalences de groupo'ides topologiques et 
equivalences d'homotopie faibles de leurs realisations geometriques. Nous al- 
lons done maintenant montrer que la realisation geometrique d'une equi- 
valence entre groupo'ides topologiques est une equivalence d'homotopie faible. 
Pour cela, definissons d'abord une realisation geometrique des precategories 
topologiques. 

Definition 6.3.17 Comme les precategories topologiques peuvent etre vues 
comme des ensembles simpliciaux dont les niveaux admettent une structure 
topologique (compatible avec la structure simpliciale) , on definit le foncteur 
\-\top de realisation geometrique des precategories topologiques de la maniere 
suivante. 

Soit A une precategorie topologique, la realisation geometrique de V ensemble 
simplicial sous-jacent a A est de la forme suivante : 



ou la relation d'equivalence est induite de la structure simpliciale et ou les A n 
sont consideres comme des ensembles, i.e. des espaces topologiques discrets. 
Alors on pose : 



n>0 

La formule est la mime que pour \A\ S i mp mais cette fois les A n gardent leurs 
topologies propres. Ces topologies etant compatibles avec la structure simpli- 



CQFD. 
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dale qui engendre la relation d' equivalence ~ ; la topologie quotient de \A\ top 
a bien un sens. 

La realisation geometrique des precategories topologiques definie, nous 
pouvons montrer que les realisations geometriques d'equivalences de categories 
topologiques entre groupoides topologiques sont des equivalences d'homotopie 
faibles. 

Proposition 6.3.18 Le foncteur \.\top verifie les deux proprietes suivantes : 

- si f est une equivalence de categories topologiques entre groupoides topologiques 
alors \ f\top est une equivalence d'homotopie faible, 

- pour tout groupoi'de topologique $, on a un isomorphisme naturel entre r ($) 

et 7To(|$|top). 

Preuve : 

Pour demontrer cette proposition, nous nous servirons du theoreme de Segal 
cite dans [Uj qui s'enonce ainsi : 

Si $ est un groupoi'de topologique, alors : 

- pour tout ob jet x,y deQ, le morphisme naturel <&i(x,y) —>■ Chemin Xjy (\Q\to P ) 
est une equivalence d'homotopie faible, 

- I'injection naturelle $o - > \®\top induit une bisection de ro($) avec T"o(|$|t op ), 
qui n'est autre que 7To(|$|tpp)- 

La deuxieme partie du theoreme de Segal nous donne directement la seconde 
partie de la proposition. II ne reste done plus qu'a montrer la premiere partie 
de la proposition. 

Soit / : $ — >• ^ une equivalence de categories topologiques entre groupoides 
topologiques. Considerons le diagramme commutatif suivant : 



Comme / est une equivalence de categories topologiques, / est essentiellement 
surjective, i.e. tq(/) est une bijection ensembliste. Comme, en outre, $ et ^ 



r m 



ro(f) 



r m 
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sont des groupoides topologiques, on peut leur appliquer le theoreme de Segal 
dont la seconde partie nous donne la bijectivite des deux fleches verticales. 
D'ou \f\top induit une bijection sur les 7r . 

Considerons maintenant le diagramme commutatif suivant : 

Ms, y) fl(x,y) > MfWJiy)) 



Chemin X: y(\®\ tcyp ) Chemin f ^j^(\^\ top ) 

Comme / est une equivalence de categories topologiques, / est pleinement 
fidele, i.e. fi(x,y) est une equivalence d'homotopie faible. En outre comme <£> 
et \I/ sont des groupoides topologiques, on peut leur appliquer le theoreme de 
Segal dont la premiere partie nous donne le fait que les deux fleches verticales 
sont des equivalences d'homotopie faibles. Comme les equivalences d'homo- 
topie faibles verifient l'axiome "trois pour deux", le morphisme entre espaces 
de chemins est aussi une equivalence d'homotopie faible. En particulier si 
x = y, on obtient une equivalence d'homotopie faible entre les espaces de 
lacets f2(|$|to P ,x) et Q(\^\t op , f{x)), i.e. \f\top induit des isomorphismes des 
ir j (n(\$\ top ,x),Id x ) vers les 7Tj ( £1 ( | ^ | t0J3 , f(x)), Id f ^) pour j > 0. Par ailleurs 
par proprietes des espaces de lacets, on a les egalites suivantes : 

7Tj(n(|$|top,x), Id x ) = 7T j+ i(|$| top ,a;), 

Kj(ttWtop,f(x)), Id f(x) ) = TT j+1 (\y\ top ,f(x)). 

Ainsi on a obtenu que \f\t op induit des isomorphismes de groupes sur les 7Tj 
pour % > 0. Comme on a vu precedemment que \f\t op induit une bijection 
sur les 7r , on a bien que \f\top est une equivalence d'homotopie faible, ce qui 
montre la premiere partie de la proposition. 
CQFD. 

Comme les notions d'equivalence de categories topologiques et d'equi- 
valence de categories de Segal sont equivalentes, on obtient done que tout 
morphisme de groupoides de Segal qui est une equivalence de categories de 
Segal se realise geometriquement en une equivalence d'homotopie faible. 

Corollaire 6.3.19 Soit f : A — > B un morphisme de groupoides de Segal. Si 
f est une equivalence de categories de Segal alors sa realisation geometrique 
|/| est une equivalence d'homotopie faible. 
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Preuve : 

Soit / une equivalence de categories de Segal entre groupo'ides de Segal, alors 
par le lemme |p^3.161 le morphisme de precategories topologiques |/| 8 i mp est une 
equivalence de categories topologiques entre groupo'ides topologiques. Par la 
proposition precedente, il vient que | \f\ s imp\top est une equivalence d'homotopie 
faible. Or le foncteur realisation geometrique des ensembles bi-simpliciaux 
et le foncteur compose \.\ top o |.| s j mp sont naturellement isomorphes. Done la 
realisation geometrique |/| de / est bien une equivalence d'homotopie faible. 
CQFD. 

On obtient egalement comme corollaire de la proposition precedente un 
resultat tres utile pour la suite qui compare la troncature r d'un groupo'ide 
de Segal avec le groupe d'homotopie 7r de sa realisation. 

Corollaire 6.3.20 Pour tout groupoi'de de Segal A, on a un isomorphisme 
naturel entre t (A) et n (\A\). 

Preuve : 

Soit A un groupoi'de de Segal. Par le lemme 1^.3. 16[ |A| simp est un groupo'ide 
topologique et le foncteur \ .\ s i mp preserve les r . Ainsi tq{A) est egal a r (| A\ simp ) 
qui par la proposition precedente est naturellement isomorphe a 7r (||A| s j mp | top ). 
Comme \A\ est homeomorphe a | |^4| S jm P |to P , on a bien que Tq (A) est naturelle- 
ment isomorphe a 7r (|A|). 
CQFD. 

Nous avons desormais en main tous les atouts nous permettant de montrer 
qu'un morphisme de groupo'ides de Segal est une equivalence de categories de 
Segal si et seulement si sa realisation geometrique est une equivalence d'homo- 
topie faible. La demonstration de ce resultat fait l'objet de la partie suivante. 

6.3.4 Caracterisation par realisation geometrique des 
equivalences de groupo'ides de Segal 

Ann de montrer l'equivalence entre equivalences de groupo'ides de Segal et 
equivalences d'homotopie faibles de leurs realisations geometriques, nous al- 
lons demontrer toute une serie de lemmes sur la preservation de la notion d'ho- 
motopie par realisation geometrique comme par foncteur singulier. Debutons 
par le fait que tout groupo'ide de Segal est equivalent au groupo'ide de Segal 
resultant de l'application du foncteur singulier a sa realisation geometrique. 
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Lemme 6.3.21 Pour tout groupoi'de de Segal A, le morphisme naturel A — ► 
SSing(\A\), donne par I 'unite de I'adjonction des foncteurs SSing et \.\, est 
une equivalence de categories de Segal 

Preuve : 

Notons f] le morphisme naturel de A vers SSing(\A\). Montrons que c'est une 
equivalence de categories de Segal. Calculons tout d'abord T (SSing(\A\)). 
Comme, d'apres le lemme 1^.3.111 SSing(\A\) est un groupo'ide de Segal, par 
definition de son 7r , on a que ii (SSing(\A\)) n'est autre que T (SSing(\A\)). 
En outre, on a par le lemme 1^.3. 12l que les groupes d'homotopie de SSing(\A\) 
sont naturellement isomorphes a ceux de \A\. Ainsi 7To(SSing(\A\)) est na- 
turellement isomorphe a 7To(|-A|) et done To (77) n'est autre que le morphisme 
naturel de Tq(A) dans 7r (|v4|) qui est une bijection par le corollaire precedent 
applique au groupoi'de de Segal A. Ceci montre qu' 77 est essentiellement sur- 
jective. 

Montrons qu'77 est aussi pleinement fidele, i.e. que, pour tout couple (x, y) 
d'objets de A, n\{x,y) est une equivalence faible d'ensembles simpliciaux, 
done que \r]i(x,y)\ s i mp est une equivalence d'homotopie faible. D'apres la 
demonstration du lemme 1^.3.121 on a que SSing(\A\)i(x,y) n'est autre que 
l'ensemble simplicial Sing(Chemin Xt y(\A\)). Ainsi \t)i(x, y)\ s i mp est un mor- 
phisme de \Ai(x,y)\ s i mp dans \Sing(Chemin x ^(\A\))\ simp . Or les foncteurs 
Sing et |.| S j mp realisent une equivalence de Quillen entre les ensembles sim- 
pliciaux et les espaces topologiques. En particulier, le morphisme naturel de 
\Sing(Chemin x> y(\A\))\si m p dans Chemin X;y (\A\) induit par I'adjonction est 
une equivalence d'homotopie faible. Precomposee par \r]i(x, y)\ S imp 011 ob- 
tient le morphisme naturel de \Ai(x,y)\ s i mp dans Chemin Xty (\A\). Comme 
la realisation geometrique des ensembles simpliciaux commute aux produits 
fibres, on a que \Ai(x,y)\ simp n'est autre que {\A\ simp )i(x,y) et comme \A\ et 
I |^4|simp|top sont homeomorphes, on obtient que la composee de \i]i(x,y)\ simp 
par le morphisme d'adjonction n'est autre que le morphisme naturel de 
(\A\ simp )i(x,y) vers C hemin x >y (\\A\ simp \ top ). Or A est un groupo'ide de Se- 
gal done par le lemme IB". 3.161 |v4| simp est un groupo'ide topologique. On peut 
done lui appliquer le theoreme de Segal que Ton a rappele au debut de la 
demonstration de la proposition precedente, ce qui nous donne que le mor- 
phisme naturel de {\A\ simp )i(x,y) vers Chemin Xt y(\\A\ simp \ top ) est une equi- 
valence d'homotopie faible. En outre ce morphisme n'est autre que la composee 
de \t]i(x, y)\sim P par le morphisme d'adjonction qui est une equivalence d'ho- 
motopie faible, done, comme les equivalences d'homotopie faibles verifient l'ax- 
iome "trois pour deux", \r]i(x,y)\ simp est aussi une equivalence d'homotopie 
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faible. Ainsi rji(x,y) est bien une equivalence faible d'ensembles simpliciaux, 
ce qui montre la pleine fidelite d'77. Comme on a deja vu qu'77 est essentielle- 
ment surjective, on a bien montre qu'77 est une equivalence de categories de 
Segal. 
CQFD. 

Ce resultat a un corollaire tres interessant qui montre que les groupes d'ho- 
motopie des groupoides de Segal sont isomorphes a ceux de leurs realisations 
geometriques. 

Corollaire 6.3.22 Les groupes d'homotopie d'un groupoide de Segal sont na- 
turellement isomorphes a ceux de sa realisation geometrique. 

Preuve : 

Par le lemme precedent, pour tout groupoide de Segal A, le morphisme naturel 
d'adjonction A — > SSing(\A\) est une equivalence de categories de Segal. Or 
A est un groupoide de Segal par hypothese et SSing(\A\) est un groupoide 
de Segal par le lemme l6~.3.11[ done A — > SSing(\A\) est une equivalence de 
categories de Segal entre groupoides de Segal. Par la remarque qui suit le 
lemme IBT2 .41 A — > SSing(\A\) induit des isomorphismes au niveau des groupes 
d'homotopie des groupoides de Segal. En outre, d'apres le lemme 16.3. 12| les 
groupes d'homotopie de SSing(\A\) sont naturellement isomorphes a ceux 
de \A\. Ainsi les groupes d'homotopie du groupoide de Segal A sont isomor- 
phes a ceux de SSing(\A\), car l'unite de l'adjonction est une equivalence de 
categorie de Segal entre groupoides de Segal, et les groupes d'homotopie de 
SSing(\A\) sont naturellement isomorphes a ceux de \A\ par le lemme 15.3.121 
Par composition des isomorphismes naturels, on obtient bien que les groupes 
d'homotopie du groupoide de Segal A sont naturellement isomorphes a ceux 
de \A\. 
CQFD. 

On remarque au passage que la bijection naturelle des tti des groupoides 
de Segal avec ceux de leurs realisations geometriques munissent les ~K\ des 
groupoides de Segal d'une structure de groupe. 

On en arrive alors au resultat tant attendu de l'equivalence entre les notions 
d'equivalence de groupoides de Segal et d'equivalence d'homotopie faible de 
leurs realisations geometriques. 

Corollaire 6.3.23 Si f : A —>■ B est un morphisme de groupoides de Segal 
simplement connexes, alors les enonces suivants sont equivalents : 
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%) f : A — ► B est une equivalence de categories de Segal, 
ii) |/| : \A\ — > \B\ est une equivalence d'homotopie faible. 

Preuve : 

On a deja montre au corollaire 16.3.191 que i) implique ii). Montrons done la 
reciproque. Soit / : A — > B un morphisme de groupo'ides de Segal simple- 
ment connexes dont la realisation geometrique est une equivalence d'homo- 
topie faible. Montrons qu'alors / est une equivalence de categories de Segal. 
Comme par hypothese, |/| est une equivalence d'homotopie faible, elle induit 
des isomorphismes entre les groupes d'homotopie de \A\ et de \B\. Or l'on a, 
d'apres le corollaire precedent, que, comme A et B sont des groupo'ides de Se- 
gal, leurs groupes d'homotopie sont naturellement isomorphes a ceux de leurs 
realisations geometriques. Ainsi / induit des isomorphismes sur les groupes 
d'homotopie des groupo'ides de Segal A et B. Or par hypothese A et B sont 
simplement connexes done on peut appliquer le lemme IB". 2 .41 a /, ce qui nous 
donne que / est bien une equivalence de categories de Segal. On a done montre 
que ii) implique i). 
CQFD. 

Encore une fois on constate que l'hypothese de simple connexite inter- 
vient dans la demonstration de cette equivalence. Avant de clore cette partie, 
montrons le resultat dual a celui du lemme 16.3.211 

Corollaire 6.3.24 Pour tout espace topologique X , le morphisme naturel 
\SSing(X)\ — > X , donne par la co-unite de I'adjonction des foncteurs SSing 
et \.\, est une equivalence d'homotopie faible. 

Preuve : 

Notons e la co-unite de I'adjonction. Montrons que e'est une equivalence d'ho- 
motopie faible. Considerons SSing(e), e'est un morphisme de groupo'ides de 
Segal de S Sing (\S Sing (X)\) vers SSing(X) d'apres le lemme 16.3.111 Par 
ailleurs l'unite de I'adjonction r\ : SSing(X) — > SSing(\SSing(X)\) appliquee 
au groupo'ide de Segal SSing(X) est une equivalence de categories de Segal 
par le lemme 16.3.211 Or la composee SSing(e) o rj n'est autre que l'iden- 
tite de SSing(X), car les foncteurs SSing et |.| sont adjoints par le corol- 
laire UnEm Comme les hypotheses de A') a Q') de l'ebauche 2 du theoreme 
central sont verifiees par la donnee de Segal definissant les categories de Se- 
gal, l'axiome "trois pour deux" est vrai pour les equivalences de categories 
de Segal, ce qui entraine que S Single) est une equivalence de categories de 
Segal. Comme en outre e'est une equivalence de categories de Segal entre 
groupo'ides de Segal, elle induit des isomorphismes entre les groupes d'ho- 
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motopie de S Sing (\S Sing (X)\) et de SSing(X) d'apres la remarque suiv- 
ant le lemme 16.2.41 Or par le lemme 16.3.121 les groupes d'homotopie de 
SSing(\SSing(X)\) et de SSing(X) sont naturellement isomorphes a ceux 
de \SSing(X)\ et de X. Ainsi e induit des isomorphismes entre les groupes 
d'homotopie de \SSing(X)\ et de X, ce qui fait de e une equivalence d'homo- 
topie faible. 
CQFD. 

Nous savons maintenant que, pour montrer qu'un morphisme de groupoides 
de Segal est une equivalence de categories de Segal, il faut et il suffit de montrer 
que sa realisation geometrique est une equivalence d'homotopie faible. Nous 
pouvons done utiliser ce resultat pour montrer que l'intervalle J est equivalent 
a sa sous-categorie de Segal pleine d'objet 0, ce qui terminera la verification 
des hypotheses du theoreme central et ainsi montrera que les precategories de 
Segal avec leurs equivalences faibles forment une categorie de modeles fermee. 
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6.4 Categorie de modeles fermee sur les pre- 
categories de Segal 

Afin de pouvoir appliquer l'equivalence entre equivalences de groupo'ides de 
Segal et equivalences d'homotopie faibles de leurs realisations geometriques a 
1'intervalle J, il faut tout d'abord s'assurer que ce dernier est bien simplement 
connexe. 

Lemme 6.4.1 Le groupoide de Segal J est simplement connexe. 
Preuve : 

Par definition, J est un groupo'fde de Segal. D'apres le corollaire I6.3.22j les 
groupes d'homotopie des groupo'ides de Segal sont naturellement isomorphes a 
ceux de leurs realisations geometriques. Or la realisation geometrique de J est 
faiblement homotope a une sphere par le corollaire 16.3.51 Comme la sphere est 
un espace topologique simplement connexe, alors la realisation geometrique de 
J aussi. Done le 7r et les m de la realisation geometrique de J sont triviaux et, 
comme le ttq et les tti de J leur sont naturellement isomorphes, on a bien que 
J a son 7r et ses 7Ti triviaux, ce qui en fait un groupo'ide de Segal simplement 
connexe. 
CQFD. 

Nous pouvons done bien appliquer l'equivalence des notions d' equivalences 
a 1'intervalle J et montrer au niveau de sa realisation geometrique qu'il est 
bien en equivalence avec sa sous-categorie de Segal pleine d'objet 0. 

Lemme 6.4.2 II existe un morphisme p : J —>■ J envoy ant et 1 sur qui a 

la propriete d 'etre une equivalence de categories de Segal. 

Preuve : 

Tout d'abord definissons p. Pour ce faire, definissons un morphisme p pre de J pre 
dans J. Comme J est une categorie facile marquee, car e'est une categorisation 
d'une precategorie de Segal, nous ne parlerons que des elements marques 
quand on parlera de "composees". L'idee est de dire que est equivalent 
a lui-meme dans le groupoide de Segal J par l'intermediaire de w et de son 
inverse w, oil on note w l'element £0,2 La composee w 2 est homotope de 
deux fagons a Id . On va considerer deux homotopies distinctes entre w 2 et 
Id . La premiere est simplement a * a. La seconde est la composee des ho- 
motopies suivantes : on part de l'homotopie entre w 2 etvouovou puis on 
fait celle entre vouovouetvoxou, oux denote 50,2(^2), puis on fait 
Id v * (3 * Id u qui aboutit a v o Idi o u, puis on fait celle entre v o Id\ o u et 
w et on termine par a. Pour simplifier nous noterons a o (3 cette homotopie. 



305 



Ainsi le morphisme p vre : J pre — ► J est defini ainsi : et 1 s'envoient sur 0, u 
et v sur w, T\ et T 2 sur le triangle (w, w, w 2 ), a sur a * a et (3 sur a o (3. Ceci 
definit bien un morphisme p pre de J pre vers J. Comme J est une categorie 
facile marquee, par propriete universelle de la categorisation, ce morphisme 
se factorise de maniere unique a travers CQjTljpre . Notons alors p l'unique mor- 
phisme de J dans lui-meme qui precompose par canjpre redonne p pre . 

Montrons que p ainsi defini est une equivalence de categories de Segal. Comme, 
par le lemme precedent, p est un morphisme entre groupoides de Segal sim- 
plement connexes, d'apres le corollaire 16.3.231 il faut et il suffit de montrer 
que \p\ est une equivalence d'homotopie faible pour montrer que p est une 
equivalence de categories de Segal. Comme \p pre \ se factorise en l'equivalence 
| can jpre | suivie de \p\, par l'axiome "trois pour deux" dans la categorie de 
modeles fermee TOV, montrer que \p\ est une equivalence d'homotopie faible 
equivaut a montrer que IpF™] en est une. 

Pour cela, on va construire un objet intermediaire entre J pre et J. Pour fa- 
ciliter la lecture, au lieu de dire par quelle fleche generatrice je fais la somme 
amalgamee, je dirai quelle composee ou quelle homotopie je veux rajouter. On 
part de J pre et on veut lui rajouter dans l'ordre : le morphisme compose w 2 , 
l'homotopie composee a* a, les morphismes composes ^oMotiouettioioii, 
les homotopies entre v o u et w, entre u o v et x, puis entre vouovouet w 2 , 
entre vouovouet v o x o u, puis l'homotopie composee Id v * (3 * Id u , puis 
l'homotopie composee a o (3. Notons J' le resultat de ce sous-plan d'addition 
fini de Cat{J pre ). 

On remarque aisement que p pre se factorise a travers l'inclusion de J' dans J. 
En outre comme J' est construit a partir de J pre par des sommes amalgamees 
avec des fleches generatrices, dont on a vu que les realisations geometriques 
sont des cofibrations triviales, et que la realisation geometrique respecte les 
colimites, il vient que l'inclusion de \J pre \ dans | J'\ est une cofibration triviale, 
comme suite de sommes amalgamees le long d'un morphisme de cofibrations 
triviales dans la categorie de modeles fermee TOV. Ceci montre que \J'\ est 
faiblement homotope a la sphere. 

Regardons maintenant de pres l'image de la sphere \J pre \ dans \J'\. Les deux 
triangles T\ et T 2 s'envoyent sur le triangle (w, w, w 2 ), le disque a sur le disque 
a*a et le disque (3 sur le disque ao/3. Done \J pre \ s'envoie sur la sphere de grand 
cercle w 2 et de calottes a*a et ao /3 munie d'une collerette contractile qu'est 
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(w,w,w 2 ), et ceci en envoyant calottes sur calottes. Ainsi la co-restriction de 
\pP re \ a | J' | est homotope a l'identite de la sphere. 

Comme la realisation geometrique preserve les colimites et que J' est une 
partie de Cat(J pre ) qui n'est autre que J, l'inclusion de \J'\ dans \J\ est 
une colimite sequentielle transfinie de sommes amalgamees le long d'un mor- 
phisme des realisations geometriques des fleches generatrices. Or on a vu, 
dans la demonstration du fait que Iccm^l est equivalence d'homotopie faible, 
que les realisations geometriques des fleches generatrices sont des cofibrations 
triviales. Comme TOV est une categorie de modeles fermee, les cofibrations 
triviales sont stables par colimite sequentielle transfinie et par somme amal- 
gamee le long d'un morphisme, d'ou Ton tire que l'inclusion de \J'\ dans \J\ 
est une cofibration triviale. Par l'axiome "trois pour deux" dans TOV, la 
composee \p pre \ est une equivalence d'homotopie faible, et comme \canj P re\ est 
une equivalence d'homotopie faible, toujours par "trois pour deux", il vient 
que \p\ est une equivalence d'homotopie faible. On conclut que p est une equi- 
valence de categories de Segal entre groupoides de Segal simplement connexes 
par le corollaire 16.3.231 
CQFD. 

Comme nous avions montre auparavant que l'intervalle J verifie les parties 
a) et b) de l'hypothese R') de l'ebauche 2 du theoreme central et que J pre 
verifie l'hypothese S'), ce dernier resultat finit de montrer que la donnee de 
Segal proto-facile definissant les categories de Segal admet une bon intervalle 
pour les categories de Segal. 

Corollaire 6.4.3 La donnee de Segal facile sur les ensembles simpliciaux 
definie dans Vexemvle \3.1.<\ verifie les hypotheses R') et S') de Vebauche 2 
du theoreme central. 

Preuve : 

Montrons d'abord l'hypothese R'). La partie a) de l'hypothese R') est verifiee 
par definition de J. Toujours par definition de J, ses deux objets et 1 sont 
equivalents. Done leurs images par un morphisme de categories de Segal quel- 
conque sont encore equivalentes, ce qui montre la partie b) de l'hypothese R'). 

Notons maintenant L la sous-categorie pleine de J d'objet unique 0. L'in- 
clusion de L dans J est une equivalence de categories de Segal car d'une part, 
comme 1 est equivalent a dans J, l'inclusion est essentiellement surjective, 
et d'autre part, comme L est une sous-categorie pleine de J, l'inclusion est 
pleinement fidele. Remarquons que 1 'equivalence p du lemme precedent se fac- 
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torise par l'inclusion de L dans J. Par l'axiome "trois pour deux" pour les 
precategories de Segal, qui est vrai car la donnee de Segal de 1'exemple 13.1.21 
verifie les hypotheses A') a Q') de l'ebauche 2 du theoreme central, il vient 
que le morphisme J — > L est une equivalence de categories de Segal, ce qui 
montre la partie c) de l'hypothese R'). 

Par definition de J pre , J pre verifie la partie a) de l'hypothese R'). De plus, par 
construction, Jest la categorisation de J pre . Pour montrer que l'hypothese S') 
est verifiee, il ne reste plus qu'a montrer que J pre est a-petit. Par construction, 
J pre est une colimite constitute de deux A[0], de deux A[l], de deux A [2] et de 
deux A[1]©J. Or tous ces elements sont denombrables done a-petits car dans 
la demonstration du lemme 16.1.11 on a pris a = 2 H ° > K . Comme colimite 
finie de precategories de Segal a-petites, J pre est a-petit, ce qui termine la 
verification de l'hypothese S'). 
CQFD. 

Ceci termine la verification des dix-neuf hypotheses de l'ebauche 2 du 
theoreme central par la donnee de Segal sur les ensembles simpliciaux qui en- 
gendre la notion de categorie de Segal. Ainsi le theoreme central peut s'appli- 
quer a cette donnee de Segal, ce qui montre que la categorie des precategories 
de Segal avec leurs equivalences faibles est une categorie de modeles fermee. 

Theoreme 6.4.4 La categorie des precategories de Segal au sens J$ ad- 
met une structure de categorie de modeles fermee avec pour cofibrations les 
monomorphismes et pour equivalences faibles les morphismes de precategories 
de Segal dont la categorisation est une equivalence de categories de Segal au 
sens ]2j- 

Preuve : 

D'apres le lemme 16.1.11 et le corollaire precedent, la donnee de Segal proto- 
facile sur les ensembles simpliciaux engendrant la notion de categorie de Segal 
(celle de 1'exemple I3.1.2|) verifie les hypotheses A') a S') de l'ebauche 2 du 
theoreme central. On peut done lui appliquer le theoreme central, ce qui nous 
donne le result at. 
CQFD. 

Ce resultat non seulement permet de demontrer l'existence de la categorie 
de modeles fermee pour les categories de Segal decrite dans [2] mais sert 
egalement d'application d'une part de la theorie des categories enrichies faibles 
developpee dans cette these et d'autre part au theoreme central munissant ces 
categories enrichies faibles d'une categorie de modeles fermee traduisant leurs 
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theories homotopiques. 

En bilan de tout ce long et fastidieux expose, nous pouvons dire qu'il reste 
encore du travail a faire dans ce domaine. Tout d'abord, il serait interessant de 
montrer que la categorie de modeles fermee obtenue avec le theoreme central en 
verifie aussi les hypotheses. En effet, dans ce cas, nous pourrions directement 
munir les n-categories enrichies faibles d'une structure de categorie de modeles 
fermee. Ensuite il serait bon de montrer d'autres exemples d'applications du 
theoreme central et (mais peut-etre cela revient-il au meme) de redemontrer 
le theoreme central avec des hypotheses moins contraignantes. Si en effet nous 
pouvions nous debarrasser de l'hypothese demandant aux cofibrations d'etre 
les monomorphismes, nous pourrions alors appliquer le theoreme au cas des 
n-categories de Tamsamani, ce qui redemontrerait l'existence de la categorie 
de modeles fermee sur ces categories faibles demontree dans [5]. Enffn il serait 
egalement interessant de voir si l'on ne peut pas construire une theorie encore 
plus generale de categories faibles enrichies en regardant ce qui se passe si Ton 
essaie de prendre une autre categ Ori.6 CJU.6 let Celt 6 gorie simpliciale A comme 
categorie de base pour la definition des categories enrichies faibles. 

Je conclurai ce travail tout d'abord en remerciant cordialement les courageux 
lecteurs qui auraient eu la temerite de lire tout ou partie de ma these. Mais 
egalement je consacrerai mon dernier chapitre a analyser les apports de mes 
quatre annees de these en termes de competences professionnelles. 
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Chapitre 7 

Projet de these et competences 
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Quatre ans de ma vie ont ete consacres presque entierement a un seul pro- 
jet : une these de Mathematiques Pures intitulee "Categories enrichies faibles." 
Je vais tenter d'expliquer en quelques mots le sujet de cette these qui a mo- 
bilise le plus gros de mon energie durant une si longue periode. 

Deux theories principales fondent actuellement les Mathematiques. Si la 
premiere nominee theorie des ensembles consiste en l'etude des objets mathe- 
matiques pris individuellement, la seconde plus recente, dite theorie des cate- 
gories, vise a modeliser les structures mathematiques. En effet la categorie cor- 
respondant a une structure donnee est constitute par les objets mathematiques 
munis de cette structure et par les liens entre ces objets respectant la structure. 
En particulier, la structure de categorie donne lieu a la categorie des categories 
dans laquelle les liens entre categories forment eux aussi une categorie. C'est un 
premier exemple de categorie enrichie (ici sur les categories). Plus generalement, 
une categorie enrichie est une categorie dont les liens forment une structure. 
L'adjectif faible rajoute au compose " categorie enrichie" signifie seulement 
que les liens de la categorie considered ne sont pas toujours composables. 
Le sujet de la these est done d'une part de mettre en place une theorie des 
categories enrichies faibles qui permette de definir une structure commune 
aux differents exemples rencontres dans ce domaine et d'autre part de munir 
ces categories enrichies faibles d'une structure permettant de faire des calculs 
dans cette theorie. 

Si ce sujet a bien un interet au niveau de la recherche mathematique comme 
je vais le montrer plus loin, il est cependant tres interessant de se demander 
ce que moi j'ai bien pu retirer de cette experience relativement longue. En 
particulier, une question se pose : en quoi ces quatre annees consacrees a 
une these de Mathematiques Pures ont-elles pu m'etre profitables au niveau 
de l'insertion professionnelle. Ann de faire un retour sur mes quatre ans de 
these et d'etudier plus en detail ces points importants, je vais tout d'abord 
exposer les motivations qui ont conduit a cette these. Puis je vais examiner les 
principales etapes du deroulement de la these et je terminerai par une mise au 
point sur les competences acquises durant ces quatre annees aussi bien dans le 
travail de la these meme que dans les autres travaux que j'ai eu a faire durant 
cette periode. 
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7.1 En amont de la these ... 

Pour commencer, je vais analyser comment je me suis retrouve a traiter 
un tel sujet. Pour tenter de denouer les differentes causes qui ont abouti a la 
situation actuelle, je vais tout d'abord expliquer mes motivations personnelles 
concernant la these. Puis j'aborderai les motivations de l'equipe qui m'a ac- 
cueilli. 

Pour comprendre ce qui m'a pousse a faire une these de Mathematiques 
Pures concernant les categories, il me faut remonter a la maitrise. Ce fut en 
effet l'annee dans mon cursus scolaire ou j'entendis pour la premiere fois par- 
ler de la theorie des categories. Mon gout pour la Logique et les fondements 
des Mathematiques, qui jusqu'alors furent mes principales motivations pour 
poursuivre des etudes superieures en Mathematiques Pures, me firent tout 
de suite accrocher a cette theorie toute nouvelle pour moi et possedant une 
puissance a mes yeux infiniment plus grande que la theorie des ensembles 
que j'avais etudiee jusqu'alors. La matiere nominee topologie algebrique, dans 
laquelle j'avais rencontre les categories pour la premiere fois et qui etait ap- 
profondie en DEA, me fit preferer la poursuite des etudes de Mathematiques 
a la preparation des concours de l'enseignement public qui constituait pour 
moi l'entree dans la vie active. 

Cest veritablement en DEA que le domaine de ma these allait se preciser. 
En effet en DEA le troisieme trimestre correspond a la redaction d'un memoire. 
Ma nouvelle marotte qu'etait pour lors la theorie des categories me poussa a 
chercher un directeur de memoire qui me permettrait de travailler dans ce do- 
maine. Apres quelques difficultes, je finis par trouver Andre Hirschowitz qui 
me proposa de travailler sur les articles de Carlos Simpson, le createur d'une 
theorie de categories faibles d'ordre superieur. Le sujet du memoire fut done 
de lire et de rediger une petite partie d'une pre-publication de Simpson. Mes 
capacites de comprehension d'articles mathematiques liees a ma capacite de 
vulgarisation des theories mathematiques amenerent Andre Hirschowitz a me 
proposer de faire ma these sur les pre-publications de Simpson. Outre l'interet 
de cette proposition, ce fut la perspective d'obtenir le plus haut diplome du 
cursus universitaire et le titre de docteur es sciences qui fut determinante dans 
mon choix de continuer mes etudes par une these de Mathematiques Pures 
plutot que de me lancer dans la preparation des concours d'entree a l'education 
nationale, meme si cette derniere option constituait alors mon projet profes- 
sional. 
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Considerons maintenant les motivations d'Andre Hirschowitz qui l'ont 
pousse a me proposer de faire une these sur les theories de Simpson. Tout 
d'abord il faut preciser qu'Andre Hirschowitz travaillait souvent en collabo- 
ration avec Carlos Simpson qui etait encore a l'epoque a Toulouse mais qui 
rejoignit l'equipe d'Andre Hirschowitz a Nice l'annee d'apres. L'annee suiv- 
ante, un de ses anciens eleves vint lui aussi a Nice, faisant ainsi de l'equipe 
nigoise une equipe a la pointe de la recherche sur les categories faibles d'ordre 
superieur, les champs superieurs et leurs applications. II est a noter a ce pro- 
pos que l'equipe nigoise a organise la premiere conference internationale sur 
les categories faibles d'ordre superieur avec leurs applications a la geometrie 
algebrique. 

Toutefois il existe aux USA, au Canada, au Royaume-Uni ou en Australie 
d'autres theories sur le meme theme qui sont en intense developpement avec 
des techniques et des resultats plus ou moins avances selon les equipes. En 
outre, si l'equipe nigoise est l'une des plus avancees dans ce domaine, tous ses 
resultats et ses theories sont bases sur un theoreme fondamental de Carlos 
Simpson non publie dans une revue mathematique et dont la preuve contient 
des passages qui n'ont pas fait l'objet d'une clarification. Aussi l'enjeu de 
ma these est de mettre au point la preuve de ce theoreme et d'exploiter les 
idees de cette preuve pour formuler une theorie plus generate permettant une 
meilleure comprehension de ces theories de categories faibles d'ordre superieur. 
L'impact principal qui en est attendu par l'equipe nigoise est d'assurer par la 
publication de ma these un statut stable au theoreme de Simpson et ainsi de 
permettre d'utiliser ses methodes et d'avoir un acces plus comprehensible au 
travail de pionnier de Simpson qui, s'il reste non publie, se serait de lui-meme 
condamne a disparaitre dans l'oubli. 

II est done clair que la conjonction simultanee de mon interet a faire une 
these dans le domaine des categories avec celui d'Andre Hirschowitz de publier 
des travaux reprenant et exploitant les idees originales mais non publiees de 
la theorie des categories faibles d'ordre superieur de Simpson a ete le point 
de depart d'un travail de quatre ans dont il est interessant de connaitre les 
differentes etapes afin de mieux comprendre ce que j'en ai retire. 
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7.2 Au cours de la these ... 

Je vais maintenant analyser le deroulement de la these. Pour debuter cette 
analyse, je commencerai par evaluer les risques et les avantages que comportait 
la these en elle-meme. Puis je m'attarderai sur l'encadrement et le financement 
de la these avant de terminer par un expose des principales etapes de la these. 

Un des aspects importants et recurrents de ces quatre annees passees a 
faire une these a ete la gestion des risques inherents a ce travail. Aussi est-il 
interessant de se demander en quoi la these etait-elle risquee et quels avan- 
tages comportait-elle qui purent m'eviter d'abandonner malgre de frequentes 
crises de decouragement. Bien evidemment deja en DEA, mes camarades 
et moi-meme avions ete avertis de la difnculte intrinseque aux theses de 
Mathematiques Pures qui reside en une tres grande abstraction. En revanche, 
ma these concernant essentiellement la demonstration generalised d'un theoreme 
a la preuve non formatee, le risque principal qui en decoule est de pouvoir ne 
rien trouver. En effet contrairement a beaucoup d'autres theses mathematiques, 
la mienne n'est pas une compilation, d'au plus une centaine de pages, de divers 
resultats plus au moins lies entre eux mais au contraire un immense edifice de 
trois cents pages dont le point culminant est la demonstration du theoreme 
de Simpson. Si la preuve est fausse, incomplete ou si Ton n'arrive pas a prou- 
ver un des resultats intermediates, tout s'ecroule. Le fait que cette these 
n'aboutisse qu'a un tout ou rien a ete l'un des aspects de cette these des plus 
demoralisants. En outre l'un des corollaires de cette specificite de ma these est 
que la these ne peut donner lieu a aucune autre publication qu'elle-meme une 
fois achevee, ce qui est un handicap dans la recherche d'un poste de maitre de 
conference. 

Heureusement la these comportait aussi des avantages qui m'ont permis 
de surmonter les graves moments de depression. Tout d'abord, en elle-meme 
la these concerne un domaine de la recherche mathematique recent en pleine 
ebullition et tres porteur d'avenir mathematique. Ce domaine, comme on l'a vu 
precedemment, correspondait a un domaine qui m'interessait. Meme s'il a fallu 
faire la these pour prendre la veritable mesure de ce domaine, la theorie des 
categories s'est averee aussi passionnante que je l'esperais. En outre, il est im- 
portant de remarquer que pendant ces quatre annees de these, j'ai eu l'oppor- 
tunite d'enseigner en DEUG premiere annee. En effet, premier de ma promo- 
tion a Tissue du DEA, j'ai obtenu le poste de moniteur, c'est-a-dire d'apprenti 
enseignant-chercheur ayant une charge d'enseignement correspondant a un 
tiers de la charge d'enseignement d'un enseignant-chercheur titulaire. De plus 
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apres mes trois annees de monitorat, j'ai obtenu un poste d'ATER d'un an, 
c'est-a-dire un poste d'enseignant-chercheur temporaire avec une demi-charge 
d'enseignement. Or ces enseignements m'ont veritablement permis d'acquerir 
de l'assurance tout au long de ces quatre annees. Face a la destabilisation 
morale et psychique due a la these, le fait de pouvoir maitriser un savoir et 
de l'enseigner a des etudiants a peine plus jeunes que moi-meme a ete tres 
reconfortant, tres interessant et tres enrichissant. En effet 1'enseignement m'a 
toujours attire. De plus j'ai eu la chance de pouvoir enseigner dans des equipes 
pedagogiques soudees qui avaient une veritable reflexion pedagogique et me 
permettaient souvent d'appliquer mes propres methodes. Enfin a travers 1'en- 
seignement du raisonnement scientifique, j'ai pu enseigner mes domaines de 
predilection, a savoir la Logique et les fondements des Mathematiques, ce qui 
me permettait d'ailleurs de faire un retour sur mon propre travail de these dont 
le domaine touche par certains endroits a ces domaines. Dans le meme ordre 
d'idees, lors de groupes de travail au laboratoire de Mathematiques, on me 
demandait souvent d'exposer des sujets ayant trait a la theorie des categories, 
ce qui me permettait d'approfondir mes connaissances dans ce domaine et m'a 
souvent aide a certains endroits de la these tout en me redonnant confiance 
en moi-meme. 

Si les avantages apportes par la these ont pu contrebalancer l'incertitude 
liee aux risques inherents a mon sujet de these, l'encadrement a lui aussi joue 
un grand role tout au long de la these. Comme je l'ai dit precedemment, plus 
j'avangais dans ma these et plus l'equipe d' Andre Hirschowitz a accueilli de 
specialistes de la theorie de Simpson. Aussi puis-je dire que j'ai ete tres bien en- 
toure : Simpson lui-meme a ete tres souvent disponible, son ancien eleve Toen 
n'a pas hesite a venir nous aider lorsque nous bloquions a certains endroits de 
la preuve du theoreme de Simpson. Pour en revenir au deroulement de la these, 
c'est Andre Hirschowitz qui, m'ayant propose une these sur la theorie de Simp- 
son, a dirige effectivement ma these meme s'il n'est pas mon directeur ofliciel 
pour cette these. Andre Hirschowitz a toujours ete tres disponible, en parti- 
culier lorsque la these posait de graves problemes meme si, je dois l'avouer, 
j'ai toujours prefere trouver les solutions aux problemes par moi-meme plutot 
que de lui demander de l'aide, sauf bien entendu dans les rares cas de blocage 
total sur certaines questions. Ceci s'est traduit par des reunions avec Andre 
Hirschowitz assez irregulieres et assez espacees dans le temps, phenomene 
amplifie par l'eloignement geographique de nos deux bureaux. Quant a Jean- 
Michel Lemaire qui m'a fait l'honneur de diriger officiellement ma these, je 
lui dois egalement beaucoup car, meme s'il a suivi d'assez loin ma these dont 
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le domaine ne correspond pas a son domaine de recherche, il s'y est toutefois 
beaucoup interesse, m'a soutenu lors de moments difficiles et a apporte sur 
ma these un point de vue exterieur au sujet qui m'a ete tres enrichissant. 

Au vu de cet encadrement, il est naturel de se poser la question du cout 
de la these. Tout d'abord, considerons mon propre salaire. Pendant mes trois 
premieres annees, etant moniteur, j'ai regu un double salaire : 6.100 F net par 
mois pour la these et 1.800 F net par mois pour les enseignements. Lors de 
ma quatrieme annee, j'ai ete paye en tant qu'A.T.E.R. (Attache Temporaire 
a l'Enseignement et a la Recherche) 7.400 F net par mois, ce salaire com- 
prenant a la fois these et enseignement. Ajoutons a cela mes deplacements a 
des colloques et a des ecoles d'ete qui se montent a 8.500 F. Au total (avec 
les enseignements) mes quatre annees sont revenues a environ 375.000 F net. 
Andre Hirschowitz m'a consacre un vingtieme de son temps durant ces qua- 
tre annees, ce qui se chiffre a environ 92.000 F net. Comme le temps passe 
par mon directeur de these, Simpson et les autres chercheurs de Nice m'ayant 
aide est negligeable par rapport au temps passe avec Andre Hirschowitz et 
par ailleurs souvent inevaluable, on peut dire qu'au total la these aura coute 
environ un demi-million de francs francais (= 470.000F). II est a noter que 
ce cout ne prend pas en compte la fraction du budget d'infrastructure, de la 
bibliotheque et du reseau informatique du laboratoire, d'une part car cette 
fraction est difficilement evaluable et d'autre part car le budget du laboratoire 
ne m'a pas ete communique. 

Enfin je vais terminer cette partie par une breve description des principales 
etapes de la these. La premiere phase d'une duree d'environ un an fut surtout 
une phase d'apprentissage et d'approfondissement de la theorie de Simpson 
avec des essais de definition de nouvelles categories faibles d'ordre superieur. 
A la fin de cette periode, l'idee de parametrer les definitions deja existantes 
de categories faibles d'ordre superieur m'obligea a revenir au theoreme central 
de Simpson et a le comprendre en detail. Lors de cette lecture approfondie 
de ce theoreme, je decouvris une erreur dans la preuve, erreur qui fut tres 
aisement rectifiee par Carlos Simpson et qui amena Andre Hirschowitz a me 
proposer de reprendre la preuve du theoreme afin d'en exploiter les idees dans 
un cadre plus general. Ceci ouvre la deuxieme phase consistant en la relec- 
ture et la comprehension du theoreme de Simpson qui dura environ un an. 
La preuve comprise dans ses grandes lignes, la troisieme phase d'aussi un an 
fut celle de la tentative de generalisation du theoreme, ce qui nous amena aux 
principaux problemes rencontres pendant cette these et aussi a la periode qui 
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faillit voir mon abandon. Apres beaucoup d'energie et de tenacite mais aussi 
grace a l'important soutien d'Andre Hirschowitz, cette periode se termina 
avec l'eclaircissement des derniers points obscurs dans la preuve de Simpson. 
Commenga alors la quatrieme phase de la these qui fut celle de la redaction 
d'un theoreme dont la preuve exploite les idees de la preuve de Simpson mais 
dans un cadre plus general et qui donna lieu a la creation de la theorie des 
categories enrichies faibles. Cette periode d'un an fut aussi celle de la redaction 
de la these. Au final, l'un des principaux problemes rencontres dans la preuve 
de Simpson laisse l'enonce du theoreme general de ma these incomplet dans 
le sens ou la maniere dont on a resolu le probleme n'a pas ete suffisamment 
bonne pour que mon theoreme s'applique dans tous les cas que Ton voulait 
regarder. Ceci laisse encore du travail pour ameliorer la these et c'est l'une 
des motivations qui m'ont pousse a demander une seconde annee d'ATER. 

Apres avoir explique en quelques lignes les principales caracteristiques du 
deroulement de mes quatre annees de these, je vais essayer de determiner en 
quoi ces annees m'ont ete benefiques, en particulier pour mon avenir profes- 
sional. 
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7.3 En aval de la these ... 

Dans cette derniere partie, je vais analyser les retombees de ces quatre 
annees de these essentiellement en termes de competences acquises durant la 
these. J'essayerai au fur et a mesure de jauger l'impact de ces acquis sur mon 
avenir professionnel. Je commencerai par developper les competences mises en 
oeuvre pour la these, puis celle pour l'enseignement, enfin j'exposerai quelques 
consequences de mon initiative personnelle durant ces quatre annees. 

Bien evidemment, les premieres retombees de la these auxquelles on pense 
naturellement s'expriment en terme de connaissances mathematiques : theories 
des ensembles, des categories, des categories faibles d'ordre superieur, des fais- 
ceaux, des champs, des topoi, de l'homotopie et des categories de modeles 
fermees. Ces savoirs sont en outre interdisciplinaires car certains ont trait aux 
fondements des Mathematiques et par la a la Logique, a l'Epistemologie et 
done a la Philosophie. Mais ils sont aussi transversaux car ces memes savoirs 
ont a la fois une importance pour la recherche mathematique mais aussi pour 
l'enseignement de la methodologie en premiere annee de DEUG et permettent 
un retour didactique sur l'enseignement des Mathematiques en DEUG. 

Comme cela est clair dans les nouvelles maquettes de DEUG, le savoir 
mathematique n'est pas seulement confine dans un amas de connaissances 
mais il comporte egalement toute une methodologie a la fois interdisciplinaire, 
comme la lecture suivie et l'analyse approfondie des articles, l'exposition d'une 
theorie deja connue ou d'un travail de recherche, mais aussi une methodologie 
caracteristique a la matiere comme la rigueur mathematique, la demonstration 
d'un resultat mathematique et la mise en place d'une theorie globale generalisant 
des theories particulieres existantes. Mais la principale competence methodologique 
que ma these necessitait est de savoir faire une construction d'un degre de com- 
plexite enorme pour aboutir a un unique resultat (300 pages pour demontrer 
un seul theoreme!), ce qui pose des problemes de coherence monstrueux et 
demande de bonnes prises de recul, entre autres. Cette derniere competence 
est un atout assez rare qui me sera surement utile dans ma vie professionnelle 
ainsi d'ailleurs que les methodes de base interdisciplinaires, et ce quel que soit 
mon devenir professionnel. Je dois rajouter a cela la faculte que j'ai acquise 
durant ces quatre annees a gerer mais aussi a surmonter les deprimes pro- 
fondes et courantes intrinseques au travail d'un chercheur en Mathematiques 
Pures, deprimes que j'ai analysees dans la partie precedente. Cette tenacite 
face a de frequents moments de demoralisation est, je le crois, une qualite 
assez recherchee dans la vie active. 
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Outre le travail de these, les enseignements menes durant ces quatre annees 
ont eux aussi exige des competences particulieres. Comme je l'ai deja evoque, 
j'ai eu l'occasion de participer a divers enseignements dans lesquels j'ai eu 
une part active au niveau de la pedagogie a adopter. J'ai egalement par- 
ticipe a la conduite de nouvelles methodes pedagogiques qui ont necessite 
une grande adaptability aux situations nouvelles ou inattendues, une capacite 
d'integration a une equipe pedagogique ainsi qu'un apprentissage du travail en 
equipe, une remise en question permanente due au caractere interactif de ces 
methodes et enfin un enorme investissement. La mise en place de ces methodes 
m'a egalement amene a conduire une reflexion didactique et epistemologique 
et a echanger avec des philosophes et des didacticiens. La reussite de ces 
methodes m'a aussi mene a devoir exposer lors de conferences sur l'enseigne- 
ment et a ecrire un article sur mon enseignement de la methodologie en 
premiere annee de DEUG. 

Si tout ceci m'a donne une experience a la fois unique et riche au niveau 
de l'enseignement, cette experience liee d'une part a mes echecs repetes aux 
concours de l'enseignement secondaire et d'autre part a ce que vivent mes 
proches dans l'education nationale m'a plutot convaincu de ne pas enseigner 
en-dessous du DEUG. Aussi mon projet professionnel initial (depuis la licence) 
d'integrer l'education nationale s'est assez vite vu transmue en un nouveau 
projet : celui d'integrer la fonction publique. Bien evidemment, la question 
qu'il est alors naturel de poser est pourquoi ne pas envisager le concours de 
maitre de conference. La reponse est aisee : c'est tout simplement parce que 
ce concours est un Nirvana auquel tendent toutes les bonnes ames alors que 
seules celles qui ont regu la grace pourront, non sans peine, y acceder (pour 
leur bonheur ?). 

A l'image de mes enseignements, ces quatre annees ont montre que je suis 
capable de m'impliquer enormement mais aussi de faire preuve d'initiative : 
outre mon implication dans la these et les innovations mathematiques que j'ai 
apportees grace a une bonne interaction avec l'equipe d' Andre Hirschowitz, 
en plus de mes initiatives pedagogiques dont j'ai deja parle, j'ai cree et anime 
divers groupes de travail soit avec des thesards mathematiciens sur les champs, 
les axiomatiques des ensembles, les cardinaux transfinis et les categories en- 
richies faibles, soit avec des philosophes et des logiciens sur la theorie des 
categories et des topoi et sur les logiques deviantes (intuitionnistes, modales, 
para-consistantes ...) Je pense que ma capacite d'integration dans diverses 
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equipes en meme temps ainsi que ma capacite a organiser des groupes de 
travail intra et inter-equipe seront des atouts importants pour ma future vie 
professionnelle. 

Une autre grande preuve de mes capacites d'investissement, d'initiative 
mais aussi d'adaptabilite a de nouvelles situations est ma participation a la 
coordination de la premiere annee de DEUG MASS ainsi que la responsabilite 
du module de methodologie (UMED2). Ceci m'a oblige a apprendre a creer 
un emploi du temps, a gerer des salles, des horaires de modules et des horaires 
d'enseignants (avec leurs contraintes personnelles...) mais aussi a gerer les ef- 
fectifs d'etudiants repartis en plusieurs groupes. En tant que responsable de 
module, j'ai du aussi m'occuper de la mise en place d'un programme compati- 
ble avec les imperatifs de la maquette, creer une equipe pedagogique, organiser 
les examens, gerer les notes et participer aux deliberations. Je pense que tout 
cet investissement purement benevole de ma part (car non paye ni demande 
par les statuts de moniteur ou d'ATER) est tres important pour mon avenir 
professionnel que je vois en ce moment plutot dans l'administration publique. 

II est done aise de constater au vu de ce qui precede que ces quatre annees 
ont ete tres riches et tres remplies et m'ont permis d'acquerir bon nombre 
de competences dont certaines seront, je pense, tres utiles pour mon avenir 
professionnel. Que peut-on done tirer comme conclusion generale concernant 
cette these ? 
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7.4 En guise de conclusion 



Pour resumer ce qui precede, je peux dire que la these m'a apporte une 
bonne culture mathematique mais aussi un avant-gout du travail adminis- 
tratif, du travail en equipe et des exposes a des colloques. J'ai pu aussi me 
decouvrir des qualites jusqu'alors insoupgonnees telles l'initiative, l'integration 
et l'adaptabilite qui se sont exprimees surtout dans les enseignements et les 
travaux d'ordre administratif, ce qui est assez encourageant pour mon avenir 
professionnel. 

En conclusion, je dirai que la these m'a apporte un certain savoir-faire qui 
sera tres certainement utile pour ce a quoi je me destine, a savoir la fonction 
publique, mais aussi un savoir et un diplome que j'espere pouvoir valoriser dans 
ma future vie professionnelle. II n'est peut-etre pas inutile de rappeler que je 
n'ai pas du tout fait ma these en vue d'un quelconque projet professionnel, 
comme je l'ai explique dans la premiere partie. Neanmoins, j'ai pu retirer de 
ces quatre annees un maximum d'experiences et d'enseignements personnels et 
surtout le sujet de ma these, sur lequel je n'avais pas d'idees reelles avant de ne 
l'aborder en these, s'est trouve a la hauteur de mes esperances. Aussi, malgre 
de gros moments de "deprime", je peux reellement dire que je ne regrette 
absolument pas d'avoir fait cette these qui m'a permis veritablement de vivre 
une experience somme toute courte mais si dense et, de toute maniere, unique 
dans ma vie. 
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Resume 



Cette these est consacree a la demonstration d'un theoreme montrant 
l'existence d'une structure de categorie de modeles fermee concernant les 
categories faiblement enrichies. II faut au prealable definir les notions de 
categories faiblement enrichies et d'equivalence de categories faiblement en- 
richies de telle maniere que ces notions recouvrent diverses notions deja ex- 
istantes de categories faibles d'ordre superieur telles les categories de Segal, 
les n-categories de Tamsamani et les n-categories strictes. Afin de demontrer 
notre theoreme, nous devons mettre au point une theorie de plans d'addition 
de cellules sur le modele de l'argument du petit objet a la Quillen. Nous termi- 
nons ce travail en montrant que notre theoreme recouvre le cas des categories 
de Segal. Ce dernier resultat necessite de montrer une adjonction "groupoide 
fondamental-realisation geometrique" entre les groupoides de Segal et les es- 
paces topologiques. 

English title : 
Weak enriched categories. 

Abstract : 

This thesis is devoted to the proof of a theorem showing the existence of 
a closed model category structure for weakly enriched categories. It requires 
first of all the definitions of weakly enriched categories and equivalences of 
weakly enriched categories such that these definitions recover some existing 
notions of higher order weak categories, for example Segal categories, Tam- 
samani n-categories and strict n-categories. In order to prove our theorem, we 
elaborate a theory of plans for cell addition following the approach of the small 
object argument a la Quillen. We conclude this work with the proof that our 
theorem recovers the case of Segal categories. This last result requires a fun- 
damental groupoid-geometric realization adjunction between Segal groupoids 
and topological spaces. 

Discipline : Mathematiques. 

Mots-clefs : categorie de modeles fermee, categorie de Segal, categorie 
enrichie, groupo'ide fondamental, n-categorie, realisation geometrique. 
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